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Kurzfassung
Der Schlu¨ssel fu¨r die Kommerzialisiserung des Weltraums und die Nutzung mo-
derner Satellitenkommunikation ist die Entwicklung einer neuen Generation von
Raumtransportsystemen. Neuartige Raumtransporter sehen den Einsatz wiederver-
wendbarer Systeme vor, die fu¨r den atmospha¨rischen Flug luftatmende Antriebe
benutzen. Die Durchfu¨hrung realita¨tsnaher Versuche im Hyperschall zur Entwick-
lung und zum Betrieb solcher luftatmenden Antriebe (Scramjet) stellt hierbei eine
große Herausforderung an die Technik dar. Durch den Einsatz von numerischen Si-
mulationen ko¨nnen Experimente hingegegn optimal ausgelegt und die Messtechnik
hinsichtlich der zu untersuchenden Problembereiche gezielt ausgerichtet werden.
In der vorliegenden Doktorarbeit werden Stro¨mungssituationen mittels numerischer
Simulation untersucht, wie sie typischerweise in Scramjet–Brennkammern auftreten.
Der Schwerpunkt liegt dabei auf der Untersuchung der Interaktion von Verdich-
tungssto¨ßen mit Scher- und Mischungsschichten, die durch die Injektion und Ver-
brennung von Brennstoﬀ in U¨berschallstro¨mungen entstehen. Es wird hierzu ein an
der RWTH Aachen entwickltes Berechnungsverfahren verwendet, welches auf einem
Finite-Element Galerkin–Verfahren zur numerischen Stro¨mungsberechnung auf un-
strukturierten Berechnungsgittern basiert. Die Beschreibung turbulenter Stro¨mun-
gen erfolgt mit einem k −  - Turbulenzmodell, erweitert um die Modellierung von
Kompressiblita¨tseinﬂu¨ssen bei hohen Machzahlen. Als physikalisches Modell zur Be-
rechnung turbulenter Diﬀusionsﬂammen wird ein probabilistisch basiertes PEuL-
Modell verwendet.
Die Validierung des Berechnungsverfahren erfolgt anhand der Nachrechnung von re-
pra¨sentativen turbulenten und reaktiven U¨berschallstro¨mungen. Die Auswahl der
Validierungsfa¨lle erfolgt mit dem Ziel, die wesentlichen stro¨mungsphysikalischen
Pha¨nomene unabha¨ngig voneinander darzustellen. In der Anwendung wird das das
komplexe Stro¨mungsfeld einer supersonischen Brennkammer nachgerechnet. Unter-
sucht wird der Einﬂuss von Verdichtungssto¨ßen auf die Durchmischung von Was-
serstoﬀ und Luft. Durch Variation der Geometrie werden dann deﬁnierte Verdich-
tungssto¨ße der Stro¨mung aufgepra¨gt und diese in Stoßsta¨rke und Auftreﬀposition
vera¨ndert. Es wird gezeigt, dass durch die Stoßinduktion eine erho¨hte Wachstums-
rate der Mischungsschichten erzielt werden kann. Die weiteren Ergebnisse zeigen,
dass mit dem vorgestellten Berechnungsverfahren komplexe turbulente Stro¨mungen
und Diﬀusionsﬂammen ra¨umlich detailliert aufgelo¨st und berechnet werden ko¨nnen.
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Abstract
The key for commercialization of space and the use of modern satellite based com-
munication is the development of next generation space transportation systems.
These novel transportations systems are designed reusable and apply airbreathing
propulsion systems for atmospheric ﬂight. Yet the performance of hypersonic ex-
periments for processing and application of such airbreathing propulsion systems
(scramjets) is a great technical challenge. The application of numerical simulation
allows the optimal design of experiments and detailed development of measurement
techniques.
This doctoral thesis deals with the evaluation of hypersonic ﬂow in scramjet combu-
stors by means of numerical simulation. Focus lays on the assessment of interaction
of shocks with shear- and mixing layers caused by the injection of fuel in hypersonic
ﬂowsxs. To solve the thermodynamic transport equations for compressible ﬂows a
ﬁnite element algorithm is employed, which is based on a Galerkin weighted residual
method. Spatial discretization is realized by unstructered grids. Turbulence is mo-
deled by a k−  - turbulence model adapted to account for compressibility eﬀects at
high Mach numbers. For combustion modeling of diﬀusion ﬂames a probabilistic ba-
sed PEuL approach is used to take the mutual inﬂuence of turbulence and chemistry
into account.
The validation of the numerical approach comes along with the simulation of re-
presentative turbulent and reacting hypersonic ﬂows. These cases are chosen in a
way that allows to validate the main phenomena of ﬂuid physics independently. In
application of the presented numerical method the complex ﬂowﬁeld in a superso-
nic combustor is simulated. The impact of shock waves on the growth of shear and
mixing layers is investigated. By geometrical variation deﬁned shock waves with
variance in strength and impingement position are applied to the shear and mi-
xing layers. The evaluation shows an increased growth rate of these layers due to
the shock wave interaction. Further evaluation shows the capability of the compu-
tational method to simulate the complex ﬂowﬁeld of turbulent ﬂows and reactive
diﬀusion ﬂames.
v
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Kapitel 1
Einleitung
In der heutigen Gesellschaft steht die Globalisierung und die weltweite Vernetzung
der Kommunikation im Vordergrund. Der Schlu¨ssel dazu ist die moderne Satelliten-
technik. Die daraus resultierende stetig wachsende Bedeutung von Weltraummis-
sionen macht die Entwicklung einer neuen Generation von Raumtransportsystemen
erforderlich.
Die zur Zeit genutzten Systeme basieren auf der Raketentechnologie. Die vertikal
startenden Tra¨ger arbeiten mit Raketenantrieben und fu¨hren neben dem Brenn-
stoﬀ auch den zur Verbrennung notwendigen Oxidator mit. Dadurch ist der Nutz-
lastanteil beschra¨nkt; bei der Ariane 5ECA zum Beispiel steht der Nutzlast von
∼ 10 t eine Gesamtstartmasse von ∼ 760 t gegenu¨ber [1]. Zudem sind diese Sys-
teme nicht wiederverwendbar und leisten somit einen Beitrag zur Vermehrung der
Strukturru¨cksta¨nde in erdnahen Umlaufbahnen. Die Entwicklung neuartiger Raum-
transporter sieht daher den Einsatz wiederverwendbarer Systeme vor, die fu¨r den
atmospha¨rischen Flug luftatmende Antriebe benutzen. Dadurch kann auf die Mit-
nahme des Oxidators verzichtet und so der Nutzlastanteil erho¨ht werden. Daraus
resultierend wird die Hyperschalltechnologie als Voraussetzung fu¨r die zuku¨nftige
Nutzung des Weltraums angesehen [2].
Weltweite Bemu¨hungen verfolgen daher das Ziel, durch die Entwicklung solcher
Transportsysteme die Raumfahrt wesentlich kostengu¨nstiger und noch zuverla¨ssi-
ger als bisher zu gestalten. In den USA wurde Mitte der achtziger Jahre das Nasp-
Programm [3] gestartet. In Folge dessen wurde auch in anderen La¨ndern die Entwick-
lung wiederverwendbarer Raumtransportsysteme initiiert, so zum Beispiel in Groß-
britannien das Hotol-Programm [4] oder in Frankreich das Prepha-Projekt [5]. In
der Bundesrepublik Deutschland wurde im Rahmen des
”
Hyperschall-Technologie-
programmes“ das Leitkonzept Sa¨nger [6], benannt nach dem deutschen Raum-
fahrtpionier Eugen Sa¨nger, vorgestellt. Die Bild der Wissenschaft schrieb dazu
im Dezember 1989 in einer Zukunftsvision “In zwei Stunden von Frankfurt nach
Tokio. Das Hyperschall-Flugzeug
”
Sa¨nger“ la¨ßt nach dem Jahr 2000 die Grenzen
von Raumfahrt und Luftfahrt verschwinden.” [7]. Das Konzept sieht ein zweistuﬁges
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Raumtransportsystem vor, dessen erste Stufe einem horizontal startendem Flugzeug
entspricht. Der Einsatz als U¨berschallpassagierﬂugzeug wa¨re denkbar und ko¨nnte so-
mit die Nachfolge der Concorde antreten, die im Jahr 2003 nach 27 Jahren Betrieb
aus mangelnder Wirtschaftlichkeit ausser Dienst gestellt wurde [8]. Die zweite Stufe
des Sa¨nger stellt ein vielseitiges raumﬂugtaugliches Fluggera¨t dar. Die Oberstufe
Horus wa¨re fu¨r bemannte Raumﬂu¨ge geeignet und die Zweitstufe Cargus wu¨rde
den Transport von Nutzlasten in erdnahe Umlaufbahnen ermo¨glichen.
Alle nationalen Forschungsprogramme zeigen das enorme Potential von Hyperschall-
ﬂuggera¨ten, gleichzeitig aber auch den Entwicklungsbedarf der notwendigen Techno-
logien. In Folge des wiedererwachten Interesses an der Hyperschalltechnologie wurde
versta¨rkt an deutschen Universita¨ten in die Grundlagenentwicklung investiert [9],
so zum Beispiel in den von der Deutschen Forschungsgemeinschaft (DFG)
gefo¨rderten Sonderforschungsbereich 253 “Grundlagen des Entwurfs von Raumﬂug-
zeugen” an der RWTH Aachen. Im Anschluss an die Technologieprogramme in
Deutschland und Frankreich haben Ende der Neunziger Jahre des 20. Jahrhunderts
das Deutsche Zentrum fu¨r Luft- und Raumfahrt e.V. (Dlr) und das
franzo¨sische Office Nationale des E´tudes et Recherches Ae´rospatiale
(Onera) das Projekt Japhar [10] gestartet. Ziel dieses Vorhabens war es, die Rea-
lisierbarkeit eines Hyperschalltransportgera¨tes zu untersuchen und dabei die bisher
gewonnenen Erkenntnisse in das gemeinsame Projekt einzubringen und weiterzuent-
wickeln.
In den USA wurde von der NASA das Hyper-X Forschungsprogramm weiterbe-
trieben. Schwerpunkt war die Entwicklung eines ﬂugfa¨higen Demonstrators mit
Scramjet-Antrieb. Ho¨hepunkt war der Weltrekord-Flug des Versuchstra¨gers X-
43A im Juni 2005, welcher beschleunigt von einer Pegasus-Tra¨gerrakete eine Flug-
machzahl von Ma0 ≈ 9.6 erreicht hat [11]. Unter Beteiligung der fu¨hrenden ame-
rikanischen Technologieunternehmen (Boeing und Pratt & Whitney Rocketdyne)
fand dieses Programm seine Fortsetzung im X-51A-Waverider -Projekt mit einem
erfolgreichen Testﬂug im Mai 2010 mit einer Flugzeit von ∼ 143sec bei Ma0 ≈ 5.0.
Ziel dieses Projektes ist die Weiterentwicklung von ﬂugfa¨higen Technologietra¨gern
zur Erforschung von Kerntechnologien im Hyperschall-Anwendungsgebiet [12].
1.1 Scramjet-Antriebe
Das Potential eines wiederverwendbaren Raumtransporters ha¨ngt wesentlich vom
luftatmenden Antriebssystem ab. Eine grundsa¨tzliche Auswahl kann anhand des er-
reichbaren brennstoﬀspeziﬁschen Impulses luftatmender Antriebe getroﬀen werden.
Dieser ist in Abbildung 1.1 in Abha¨ngigkeit von der Flugmachzahl Ma0 fu¨r zwei
Treibstoﬀe aufgetragen. Bis zu Flugmachzahlen von etwaMa0 ≈ 4 sind verschiedene
Antriebsprozesse auf Basis von Turbotriebwerken realisierbar; der ho¨here Flugmach-
zahlbereich 3 ≤ Ma0 < 7 ist der typische Einsatzbereich von Staustrahlantrieben
mit Unterschallverbrennung (engl. Ramjet). Flugmachzahlen oberhalb dieser Grenze
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Abbildung 1.1: Brennstoﬀspeziﬁscher Impuls luftatmender Flugantriebe in Abha¨n-
gigkeit von der Flugmachzahl Ma0 (Quelle: Koschel [13])
lassen sich mit den herko¨mmlichen Antriebssystemen nicht erreichen. Fu¨r den An-
trieb neuartiger Tra¨gersysteme im Hyperschall (bei Flugmachzahlen Ma0 > 7) sind
somit nur noch Staustrahltriebwerke mit U¨berschallverbrennung (engl. Scramjets)
geeignet. Wesentlichen Einﬂuss auf die Leistung des Hochgeschwindigkeitsantriebs
hat die Wahl des Treibstoﬀes. In Abbildung 1.1 ist erkennbar, dass Wasserstoﬀ im
Vergleich zu Kohlenwasserstoﬀen am besten geeignet ist [13].
Bei Staustrahlantrieben erfolgt die Kompression im Gegensatz zu Turbotriebwerken
mit rotierenden Komponenten allein durch den Flugaufstau. Das gesamte nach der
Wa¨rmezufuhr am Ende der Brennkammer vorhandene Enthalpiegefa¨lle steht damit
zur Umwandlung in kinetische Energie zur Verfu¨gung. Die Stro¨mung wird u¨ber meh-
rere durch die Einlaufgeometrie ausgelo¨ste Verdichtungssto¨ße komprimiert. Im Falle
von Ramjets ﬁndet durch einen abschließenden senkrechten Verdichtungsstoß eine
Verzo¨gerung der Stro¨mung auf Unterschall statt, bevor sie in die Brennkammer gelei-
tet wird. Die Gu¨te des Triebwerkprozesses nimmt jedoch mit steigender Flugmach-
zahl ab. Im Machzahlbereich 6 ≤ Ma0 ≤ 7 sind die Verluste u¨ber die Verdichtungs-
sto¨ße und daraus resultierend die Abnahme des speziﬁschen Schubes so extrem, dass
dieser als obere Grenze des Einsatzes von Staustrahlantrieben mit Unterschallver-
brennung erachtet wird. Fu¨r den Einsatz im Flugmachzahlbereich des Hyperschalls
werden deshalb Scramjets konzeptioniert. Hierbei erfolgt im Triebwerkseinlauf die
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Verzo¨gerung des Luftmassenstroms auf Stro¨mungsgeschwindigkeiten, die noch im
U¨berschall liegen. Die Wa¨rmezufuhr in der Brennkammer erfolgt dann bei modera-
ten U¨berschallstro¨mungsgeschwindigkeiten [13, 14].
Die Leistung eines Scramjet-Antriebes ha¨ngt wesentlich von der Gu¨te der einzel-
nen Komponenten ab. Aufgrund mangelnder Erfahrungen mit ausgefu¨hrten Hyper-
schallﬂuggera¨ten besteht jedoch noch ein großer Bedarf an Technologieentwicklung.
Als Problembereiche, die Gegenstand wissenschaftlicher Untersuchungen [10, 13, 15]
sind, ko¨nnen exemplarisch nachfolgende Punkte genannt werden: das Betriebsver-
halten von U¨berschalleinlaufdiﬀusoren, die Auslegung der Schubdu¨sen, die aerody-
namische Integration des Triebwerkes in das Fluggera¨t sowie der Thermalhaushalt
und die Ku¨hlungsproblematik.
Der wesentliche den Wirkungsgrad der Brennkammer begrenzende Punkt ist das
schlechte Mischungsverhalten von Brennstoﬀ und Luft in U¨berschallstro¨mungen. Die
sich hieraus ergebenden großen Mischungswegla¨ngen fu¨hren zu nicht realisierbaren
Triebwerksabmessungen. Daher ist es ein Ziel vieler Forschungsvorhaben Grundlagen
u¨ber den Betrieb von Scramjet-Brennkammern und insbesondere u¨ber die Mischung
chemisch reagierender Gase im U¨berschall zu erarbeiten. Anhand dieser Datenbasis
kann dann eine optimale Auslegung der Brennkammer und der Brennstoﬃnjektion
erfolgen. Die betrachteten Problemstellungen erstrecken sich dabei u¨ber die Detail-
untersuchung von turbulenten Scher- und Mischungsschichten [16, 17, 18, 19, 20, 21]
u¨ber die experimentelle Untersuchung von Scramjet-Komponenten [22, 23, 24, 25]
bis hin zur Entwicklung von ﬂugfa¨higen Demonstratoren [26, 27]. Mit der stetig an-
wachsenden Rechnerkapazita¨t und der Verbesserung der mathematischen Modelle
gewinnen dabei numerischen Simulationen [28, 29, 30, 31, 32, 33] zunehmend an
Bedeutung.
1.2 Zielsetzung der Arbeit
Die Durchfu¨hrung realita¨tsnaher Versuche im Hyperschall zur Entwicklung und zum
Betrieb von Scramjets stellt auch heutzutage eine große Herausforderung an die
Technik dar. Die Realisierung von hypersonischen Versuchsbedingungen im Boden-
experiment ist sehr aufwendig und die Entwicklung von ﬂugfa¨higen Demonstratoren
steckt noch in den Kinderschuhen. Der Absturz des Hyper-X-Versuchstra¨gers X-
43A im Juni 2001 [34] verdeutlicht zudem, dass selbst mit hohem Aufwand geplante
Experimente nicht unbedingt zum Erfolg fu¨hren. Der Unfalluntersuchung zufolge
ist der Absturz auf ein Versagen der Pegasus-Tra¨gerrakete zuru¨ck zu fu¨hren, mit
welcher die Startbeschleunigung erfolgen sollte.
Die numerische Untersuchung gewinnt somit immer mehr an Bedeutung. Durch den
Einsatz von Simulationen ko¨nnen Experimente optimal ausgelegt und die Messtech-
nik hinsichtlich der zu untersuchenden Problembereiche gezielt ausgerichtet wer-
den. Es ist daher von großem Interesse, im Hyperschallforschungsbereich neben den
kostenintensiven experimentellen Versuchen numerische Untersuchungsmethoden zu
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etablieren.
Im Rahmen dieser Arbeit werden Stro¨mungssituationen mittels numerischer Simu-
lation untersucht, wie sie typischerweise in Scramjet–Brennkammern auftreten. Ab-
bildung 1.2 zeigt den schematischen Aufbau einer solchen Brennkammer, wobei der
H2
Luft
Luft
Verdichtungsstöße Expansionswellen Scher− und Mischungsschichten
Abbildung 1.2: Schematische Darstellung der in dieser Arbeit behandelten Probleme
innerhalb eines Scramjet-Antriebes
in dieser Arbeit behandelte Problembereich dargestellt ist. Der zur Verbrennung
notwendige Brennstoﬀ wird in der Regel u¨ber Injektionssysteme in die Stro¨mung
eingebracht. Diese induzieren in der U¨berschallstro¨mung ein System aus Verdich-
tungssto¨ßen, welche mit Wandgrenzschichten und insbesondere den Scher- und Mi-
schungsschichten zwischen Luft und Brennstoﬀ interagieren. Insbesondere soll diese
Arbeit einen Beitrag zu der Diskussion nachfolgender Punkte liefern:
• Welchen Einﬂuss hat die Stoß-/Scherschichtinteraktion auf die Vermischung
von Brennstoﬀ und Oxidator?
• Wie vera¨ndert sich dadurch die Diﬀusionsﬂamme im U¨berschall?
• In wieweit ist eine Optimierung der Brennkammerauslegung mittels numeri-
scher Verfahren mo¨glich?
• In welchen Bereichen ist eine Weiterentwicklung der physikalischen und nume-
rischen Modelle notwendig?
Dazu wird ein Berechnungsverfahren angewandt, welches am Lehr- und Forschungs-
gebiet Betriebsverhalten der Strahlantriebe des Institutes fu¨r Strahlantriebe und
Turboarbeitsmaschinen der Rheinisch-Westfa¨lischen Technischen Hoch-
schule Aachen (RWTH) u. a. von Vornberger [35] und Rick [36] entwickelt wur-
de. Es basiert auf einem Finite-Element Galerkin–Verfahren zur numerischen Stro¨-
mungsberechnung auf unstrukturierten Berechnungsgittern. Unstrukturierte Berech-
nungsgitter sind fu¨r die in dieser Arbeit vorgestellten Stro¨mungsprobleme besonders
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geeignet, da sie lo¨sungsabha¨ngig optimiert werden ko¨nnen und somit eine entspre-
chende Auﬂo¨sung lokaler Stro¨mungspha¨nomene (z. B. Verdichtungssto¨ße, Scher-
schichten, etc.) ermo¨glichen. Zur Auﬂo¨sung von Grenzschichten kommen hybride
Gitter zum Einsatz, welche die Dreieckelemente im Hauptstro¨mungsfeld im wand-
nahen Bereich mit Rechteckelementen kombinieren. Eine Verbesserung der Lo¨sungs-
qualita¨t konnte von Reinartz [37] nachgewiesen werden. Die Beschreibung turbulen-
ter Stro¨mungen erfolgt mit einem k −  - Turbulenzmodell, welches von Sasse [38]
um die Modellierung von Kompressiblita¨tseinﬂu¨ssen bei hohen Machzahlen erwei-
tert wurde. Als physikalisches Modell turbulenter Diﬀusionsﬂammen wird das PEuL-
Modell von Borghi [39] und Vervisch [40] verwendet, welches ebenfalls von Sasse [38]
in das FEM-Verfahren implementiert wurde.
Zur Beru¨cksichtigung der spa¨ter vorgestellten rotationssymmetrische Stro¨mungssi-
mulationen wird in der vorliegenden Arbeit das bestehende Simulationsverfahren,
welches von den zuvor genannten Autoren im wesentlichen fu¨r 2D-Simulationen in
kartesischen Koordinaten benutzt wurde, auf ein 2D-axialsymmetrisches Koordina-
tensystem angepasst, wie es auch von Schulte [41] und Haarmann [42] benutzt wird.
In Kapitel 2 werden die fu¨r diese Arbeit relevanten Grundlagen der Mischung stro¨men-
der Gase im U¨berschall und die verwendeten Begriﬀe und Deﬁnitionen erla¨utert.
Gleichzeitig wird ein kurzer U¨berblick u¨ber den Stand der Forschung und bis-
her durchgefu¨hrte Arbeiten gegeben. Anschließend wird in Kapitel 3 das fu¨r die
durchgefu¨hrten Simulationen benutzte physikalische Modell und dessen mathema-
tische Darstellung vorgestellt. Nach der Formulierung der Erhaltungsgleichungen
fu¨r chemisch reagierende Stro¨mungen wird auf die Modellierung von turbulenten
Stro¨mungen und turbulenten Diﬀusionsﬂammen eingegangen. Das nachfolgende Ka-
pitel 4 entha¨lt die Beschreibung der Finite-Elemente-Methode zur numerischen
Lo¨sung des zuvor vorgestellten physikalischen Modells. Darin werden zwei numeri-
sche Verfahren zur Berechnung von ebenen und axialsymmetrischen Stro¨mungsfa¨llen
sowie die Erzeugung zwei-dimensionaler unstrukturierter Berechnungsgitter beschrie-
ben. In Kapitel 5 wird die Anwendung des vorgestellten Programmes anhand re-
pra¨sentativer Testfa¨lle demonstriert. Dabei werden die eigenen Ergebnisse mit expe-
rimentellen Daten und Rechnungen anderer Autoren verglichen und anschließend be-
urteilt. Numerischen Simulationen von kompressiblen Scher- und Mischungsschich-
ten werden in Kapitel 6 vorgestellt. Darin wird anhand eines einfachen Anwendungs-
fall der Einﬂuss von Verdichtungssto¨ßen auf die Wachstumsrate von Mischungs-
schichten untersucht. Kapitel 7 schließlich zeigt die Ergebnisse von Berechnungen
der Innenstro¨mung ausgefu¨hrter Versuchsbrennkammern, welche im Rahmen des Ge-
meinschaftsprojektes Japhar gewonnen wurden. Darin werden auch Vergleichsrech-
nungen pra¨sentiert, welche wa¨hrend der Zusammenarbeit mit dem Programmpaket
Msd [43] desOnera entstanden sind. Alle Ergebnisse der numerischen Simulationen
werden mit Messwerten aus den Experimenten verglichen. Abschließend folgt eine
Zusammenfassung der Arbeit und eine Bewertung der gewonnenen Erkenntnisse.
Kapitel 2
Grundlagen der Mischung
stro¨mender Gase im U¨berschall
Der Wirkungsgrad der Brennkammer eines Scramjets wird wesentlich durch den
Mischungsprozeß von Luft und eingebrachtem Brennstoﬀ bestimmt. Der gasfo¨rmi-
ge Brennstoﬀ - zumeist Wasserstoﬀ (H2) - kann sowohl in paralleler als auch in
senkrechter Richtung zur Hauptsto¨mung eingebracht werden. In der Regel kommen
unterschiedliche Injektorsysteme zur Anwendung, bei denen beide Arten der Ein-
spritzung kombiniert werden. Allen Typen von Injektorkonﬁgurationen ist gemein-
sam, daß der Brennstoﬀ nicht vorgemischt in die Stro¨mung eingebracht wird und
daß sich die Vermischung im wesentlichen als Diﬀusionsvorgang in einer sogenannten
Mischungsschicht (engl. mixing layer) vollzieht.
Fu¨r die Diﬀusionsverbrennung gilt im allgemeinen der vereinfachte Grundsatz:
”
Vermischt ist verbrannt“
Fu¨r die chemische Reaktion von Brennstoﬀ und Oxidator ist in diesem Zusammen-
hang die Mischung auf molekularer Ebene (im englischen Sprachgebrauch: micro-
mixing) von großer Bedeutung. Bevor eine Reaktion stattﬁnden kann, mu¨ssen die
Reaktanden sich im nahe sto¨chiometrischen Verha¨ltnis mischen [14]. Somit kommt
der Behandlung der Mischungsvorga¨nge zwischen den Treibstoﬀkomponenten eine
Schlu¨sselrolle bei der Betrachtung der U¨berschallverbrennung zu.
Als grundlegende Modellvorstellung soll die Mischung von zwei parallelen Stro¨mun-
gen im U¨berschall, wie in Abbildung 2.1 dargestellt, betrachtet werden. In der Dar-
stellung kennzeichne der Index 1 z. B. den Brennstoﬀmassenstrom und der Index 2
den Luftmassenstrom. Der Luftmassenstrom habe hierbei die Geschwindigkeit u1,
die Machzahl Ma1 und die Dichte ρ1; der Brennstoﬀ die Geschwindigkeit u2, die
Machzahl Ma2 und die Dichte ρ2. Die Massenstro¨me treﬀen nicht vorgemischt auf-
einander, so dass fu¨r die entsprechenden Massenanteile gilt: YBr,2 = YOx,1 = 0.
Besteht zwischen den Massenstro¨men eine Geschwindigkeitsdiﬀerenz (z. B. u1 > u2)
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Abbildung 2.1: Schema einer Scher- und Mischungsschicht
bildet sich eine Scherschicht zwischen den beiden aus. Dabei ﬁndet neben einem
lateralen Impulsaustausch auch ein lateraler Transport von thermischer und mecha-
nischer Energie und von Masse in Form von Moleku¨len statt. In Analogie zur Scher-
schicht wird die Mischungsschicht mit einer Dicke δm deﬁniert, wobei die Ra¨nder
dadurch festgelegt sind, dass jeweils 1% des Molanteils von Oxidator und Brenn-
stoﬀ vorhanden sind.
Scherschichten (d. h. u1 = u2) sind grundsa¨tzlich erwu¨nscht, da die Scherung in
der Regel den U¨bergang von laminarer zur turbulenten Stro¨mung und damit die
Mischung beschleunigt. Eine Mischung wu¨rde auch ohne Scherung (u1 = u2) er-
folgen, jedoch nur aufgrund von Massendiﬀusion. Dies wiederum wu¨rde zu großen,
fu¨r eine praktische Anwendung nicht akzeptablen Mischungswegla¨ngen fu¨hren. Ist
die Geschwindigkeitsdiﬀerenz groß genug, bildet sich an der Trennﬂa¨che zwischen
den Stro¨men eine Kelvin-Helmholtz-Instabilita¨t aus. Beobachtungen von Brown et
al. [16] an turbulenten Scherschichten haben gezeigt, dass diese von großskaligen
periodischen Wirbelstrukturen dominiert werden. Diese Wirbel vergro¨ßern die Kon-
taktﬂa¨che zwischen den Treibstoﬀkomponenten (im englischen: macromixing) und
fo¨rdern somit die molekulare Mischung.
Als charakteristische Gro¨ße fu¨r den Transport der Wirbelstrukturen in einer Scher-
bzw. Mischungsschicht wird die konvektive Geschwindigkeit uc eingefu¨hrt. Diese
ist in Abb. 2.2(a) fu¨r eine turbulente Scherschicht in einem ruhendem Bezugssys-
tem dargestellt. Fu¨r die in den nachfolgenden Abschnitten gezeigte Herleitung von
uc wird die turbulente Scherschicht in einem mit uc bewegten Koordinatensystem
betrachtet (Abb. 2.2(b)). Mit Hilfe von uc ko¨nnen analog zu den dimensionslosen
Grenzschichtgleichungen die Geschwindigkeiten in der Scherschicht auf eine Refe-
renzgro¨ße bezogen werden. Fu¨r eine inkompressible Scherschicht mit ρ1 = ρ2 wird
diese zu:
uc =
u1 + u2
2
(2.1)
gebildet. Fu¨r kompressible Scherschichten ist als charakteristische Gro¨ße die konve-
kive Machzahl Mac zugrunde zu legen. Diese wird im Abschnitt 2.2 na¨her deﬁniert.
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Abbildung 2.2: Schema einer turbulenten Scherschicht in verschiedenen Bezugssyste-
men; Deﬁntion der Konvektivgeschwindigkeit uc (Quelle: Papamoschou
et al. [18])
2.1 Inkompressible Scherschichten
Das Wachstum der Dicke von Scher- und Mischungsschichten mit der Wegla¨nge ist
fu¨r stationa¨re laminare Stro¨mungen, d. h. Stro¨mungen mit nur geringer Scherung,
identisch. In diesem Fall kann fu¨r die Scher- bzw. Mischungsschichtdicke δ (δm) in
Abha¨ngigkeit von der Lauﬂa¨nge x:
δ = δm = 8
√
νx
uc
(2.2)
geschrieben werden. Darin entspricht ν = η/ρ der kinematischen Viskosita¨t. Fu¨r
gro¨ßere Geschwindigkeitsdiﬀerenzen Δu werden die Scherschichten turbulent und
die Wachstumsraten von Scher- und Mischungsschicht sind nicht mehr identisch. Es
muß ein anderer Bestimmungsansatz gewa¨hlt werden.
Dimotakis [44] hat gezeigt, dass sich die Wachstumsrate fu¨r die zeitgemittelte tur-
bulente Scherchicht bei niedrigen Machzahlen (Vernachla¨ssigung von Kompressibi-
lita¨tseﬀekten) und fu¨r identische Dichten (ρ1 = ρ2) durch die Beziehung:
δ′inc =
(
δ
x
)
inc
= Cδinc
1− r
1 + r
(2.3)
mit dem Geschwindigkeitsverha¨ltnis r = u2/u1 darstellen la¨sst. Die darin enthaltene
Konstante Cδinc wurde aus Experimenten bestimmt und variiert zwischen 0.25 ≤
Cδinc ≤ 0.45.
Im allgemeinen Fall einer Brennkammerstro¨mung interessiert jedoch die Mischung
von Treibstoﬀkomponenten. Der Einﬂuß der unterschiedlichen Dichten auf das Wachs-
tum turbulenter Scherschichten wird durch das Dichteverha¨ltnis s = ρ2/ρ1 beru¨cksich-
tigt. Zur Herleitung der konvektiven Geschwindigkeit betrachtet man im relativen
Bezugssystem (Abb. 2.2(b)) zwei angrenzende Wirbelstrukturen. Der Staudruck des
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auf einer gemeinsamen Stromlinie liegenden Staupunktes la¨ßt sich unter der Annah-
me konstanter Dichte mit Hilfe der Bernoulli -Gleichung [45] ausdru¨cken:
p1 +
1
2
ρ1 (u1 − uc)2 = p2 + 1
2
ρ2 (uc − u2)2 . (2.4)
Aus Gl. 2.4 folgt fu¨r p1 ≈ p2 die konvektive Geschwindigkeit in Abha¨ngigkeit vom
Dichteverha¨ltnis:
uc =
u1 + u2
√
s
1 +
√
s
. (2.5)
Daraus ergibt sich fu¨r identische Dichten (s = 1) Gleichung (2.1).
Unter Beru¨cksichtigung der Dichtekorrektur formuliert Dimotakis fu¨r die Scher-
schichtwachstumsrate die nachstehende Beziehung:
δ′inc = Cδinc
(
(1− r) (1 +√s)
2 (1 + r
√
s)
)
· f (r, s) (2.6)
mit dem Faktor
f(r, s) =
{
1− (1−
√
s) / (1 +
√
s)
1 + 1.29(1 + r)/(1− r)
}
.
Gleichung (2.6) ergibt sich aus der vergleichenden Untersuchung von zeitlich und
ra¨umlich wachsenden turbulenten Scherschichten. Die darin enthaltene Konstan-
te Cδinc ist unabha¨ngig von Geschwindigkeits- und Dichteverha¨ltnis r und s. Der
Klammerausdruck beschreibt das zeitliche Wachstum, wohin gegen der Korrektur-
faktor f(r, s) das eigentlich ra¨umliche Wachstum einer Scherschicht beru¨cksichtigt.
Untersuchungen von Dimotakis und sein Vergleich mit anderen Autoren haben ge-
zeigt, dass der Einﬂuss des Dichteverha¨ltnisses auf die Wachstumsrate nicht zu ver-
nachla¨ssigen ist [44].
Nach Papamoschou et al. [18] la¨ßt sich fu¨r die Wachstumsrate auch eine einfachere
Form angeben:
δ′inc = Cδinc
(1− r) (1 +√s)
1 + r
√
s
. (2.7)
Die Gleichungen (2.3) und (2.6) bzw. (2.7) zeigen, dass mit abnehmenden r, d. h.
mit zunehmender Scherung die Wachstumsrate einer Scherschicht zunimmt.
2.2 Kompressible Scherschichten
Fu¨r kompressible Stro¨mungen wird als charakteristische Bezugsgro¨ße anstelle der
konvektiven Geschwindigkeit uc die sogenannte konvektive MachzahlMac eingefu¨hrt.
Diese ist ein Maß fu¨r die Kompressibilita¨t der Stro¨mung und ist deﬁniert als Diﬀe-
renzgeschwindigkeit der großen Strukturen in der Scherschicht gegenu¨ber der freien
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Stro¨mung, bezogen auf die Schallgeschwindigkeiten der freien Stro¨mungen a1 bzw.
a2:
Mac,1 ≡ u1 − uc
a1
und Mac,2 ≡ uc − u2
a2
. (2.8)
Anstelle von Gl. (2.4) wird nun fu¨r den Totaldruck die Isentropenbeziehung der
Gasdynamik [46] im konvektiven Bezugssystem (vgl. Abb. 2.2(b)) angewandt:
pt,j
pj
=
(
1 +
κj − 1
2
Ma2c,j
) κj
κj−1
mit j = 1, 2 . (2.9)
Im mitbewegten Koordinatensystem haben die Wirbelstrukturen einen gemeinsa-
men Staupunkt, so dass unter der Annahme anna¨hernd gleichen statischen Druckes
(p1 ≈ p2):
pt,1
p1
≈ pt,2
p2
(2.10)
geschrieben werden kann. In Gl. (2.10) ist die konvektive Geschwindigkeit implizit
enthalten, mit Hilfe von Gl. (2.8) und (2.9) kann diese iterativ bestimmt werden.
Unter der Voraussetzung identischer Isentropenexponenten (κ1 = κ2) sind die kon-
vektiven Machzahlen gleich:
Mac,1 = Mac,2 =
u1 − u2
a1 + a2
(2.11)
und die konvektive Geschwindigkeit kann wie folgt berechnet werden:
uc =
a2u1 + a1u2
a1 + a2
. (2.12)
Untersuchungen an kompressiblen Scherschichten haben gezeigt, dass mit wachsen-
der Kompressibilita¨t, d. h. mit steigender konvektiver MachzahlMac die Wachstums-
rate der kompressiblen Scherschicht gegenu¨ber der inkompressiblen Wachstumsrate
kleiner wird. Abbildung 2.3 zeigt die normierte Wachstumsrate δ′/δ′inc verschiedener
Autoren [18, 19, 47, 48], wobei auch neuere Ergebnisse des DLR Lampoldshausen
eingeschlossen sind. Die hier erkennbare Streuung la¨ßt sich auf die unterschiedlichen
Meßverfahren zuru¨ckfu¨hren: bei Nuding et al. [20] kamen pneumatische Meßme-
thoden zum Einsatz, wohingegen Mesnier et al. [21] optische Verfahren verwendet
haben.
Die normierte Wachstumsrate zeigt abMac > 0.2 einen starken abfallenden Gradien-
ten, um dann ab Mac > 0.8 asymptotisch auf einen Grenzwert von δ
′/δ′inc → 0.2−0.3
zuzustreben. Optische Beobachtungen von Clemens et al. [19] haben ergeben, dass
fu¨r kleine konvektive Machzahlen (Mac < 0.5) kompressible Scherschichten a¨hnlich
wie inkompressible geordnete zweidimensionalen Wirbelstrukturen aufweisen. Scher-
schichtaufnahmen bei Mac = 0.28 zeigen dabei die typischen periodischen Wirbel-
strukturen, wa¨hrend Bilder bei Mac = 0.62 eher ungeordnete Gebilde mit versta¨rkt
dreidimensionalen Charakter aufweisen. Diese Ergebnisse stimmen mit denen von
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Abbildung 2.3: Normierte Scherschichtwachstumsrate δ′/δ′inc in Abha¨ngigkeit von der
konvektiven Machzahl Mac
Sandham et al. [29] u¨berein, welche anhand von numerischen Simulationen bei kon-
vektiven Machzahlen bis etwa 1.2 von einem prima¨r zweidimensionalen Charakter
der Scherschichtstrukturen ausgehen.
Um dem zunehmenden Einﬂuß der Kompressibilta¨t mit steigender konvektiver Mach-
zahl Rechnung zu tragen, schla¨gt Dimotakis in [44] fu¨r Auslegungszwecke die Einfu¨hr-
ung einer Korrekturfunktion vor, mit welcher die inkompressible Wachstunsrate nach
Gl. (2.6) bzw. Gl. (2.7) multipliziert wird:
δ′
δ′inc
= f(Mac,1) = 0.2 + 0.8e
−3Ma2c,1 (2.13)
Nuding gibt in [49] einen anderen Zusammenhang zwischen der kompressiblen und
der inkompressiblen Wachstumsrate an:
δ′
δ′inc
= 0.3 + 0.7e−2.5Ma
2
c (2.14)
Beide Ausgleichfunktionen ((2.13) und (2.14)) sind in Abb. 2.3 ebenfalls mit darge-
stellt.
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2.3 Wachstum von Mischungsschichten in turbu-
lenten Scherschichten
Betrachtet man den Mischungsvorgang in einer turbulenten Scherschicht wird da-
von ausgegangen, dass die ersten Wirbel noch zu keiner signiﬁkanten Mischung, d. h.
macromixing gefu¨hrt haben [14]. Der Abstand von Beginn der Mischungszone zum
Ursprung der Scherschicht ist mit δm in Abb. 2.1 gekennzeichnet und wird im engli-
schen Sprachgebrauch mixing transition point genannt. Zur Festlegung des Punktes
wird eine charakteristische Reynoldszahl von:
Re =
Δu δ
ν
≈ 104 (2.15)
zugrunde gelegt. Darin entspricht ν der mittleren kinematischen Viskosita¨t inner-
halb der Scherschicht. Auf Basis der vorgenannten Reynoldszahl kann nun unter
Annahme einer inkompressiblen Scherschicht der Transitionspunkt zu:
xm ∼= 2 · 10
4 νuc
Cδinc (Δu)
2 (2.16)
errechnet werden.
Nach empirischen Beobachtungen wird davon ausgegangen, dass nach dem Transi-
tionspunkt die Mischungsschicht konstant mit der Scherschicht wa¨chst. Dimotakis
gibt in [44] das Verha¨ltnis der Dicken von Scher- und Mischungsschicht mit:
δm
δ
≈ 0.49 (2.17)
an. Seinen Untersuchungen nach ist die Abscha¨tzung in (2.17) unabha¨ngig von
Dichte- und Kompressibilita¨tseﬀekten.
2.4 Einﬂuß von Verbrennung auf die Wachstums-
rate von Mischungsschichten
Verbrennungsprozesse sind in allen turbulenten Stro¨mungen von großem Interes-
se. Allerdings konzentrierten sich die Untersuchungen vielmehr auf den Einﬂuß des
Stro¨mungsfeldes auf die Verbrennungsprozesse als umgekehrt auf die Beeinﬂussung
der Stro¨mung durch die Wa¨rmezufuhr.
Trotz des vorhandenen Interesses an U¨berschallverbrennung existieren erst wenige
experimentelle Arbeiten, die sich mit kompressiblen und reagierenden Mischungs-
schichten (Mac > 0.6) befassen. Es zeigt sich, daß die Verbrennung vorwiegend
in den Grobstrukturen der Scherschichten stattﬁndet und daß die Dynamik dieser
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großen Wirbelstrukturen die Durchmischung innerhalb der Mischungsschicht beein-
ﬂußt [25, 50]. Einen kurzen U¨berblick u¨ber die existierenden Arbeiten gibt Brum-
mund in seinem Bericht [51].
Generell gewinnt man aus den vorliegenden Untersuchungen die qualitative Erkennt-
nis, daß die Wachstumsrate einer Mischungsschicht bei Wa¨rmezufuhr gegenu¨ber dem
Fall einer nichtreagierenden Mischungsschicht deutlich abnimmt. Aus diesen Be-
obachtungen konnten allerdings noch keine ausreichenden Korrelationen entwickelt
werden, die diesen Eﬀekt quantitativ beschreiben [13].
2.5 Methoden zur Intensivierung der Mischung
Aus den Betrachtungen der voran gegangenen Abschnitte geht ein grundlegendes
Problem hervor, welches bei der Auslegung von Einspritzelementen fu¨r U¨berschall-
brennkammern besteht. Mit zunehmender Kompressibilita¨t der Stro¨mung im U¨ber-
schall, charakterisiert durch die konvektive Machzahl Mac, nimmt die Wachstums-
rate von Scher- und Mischungsschichten stark ab. In der Praxis bedeutet dies, dass
mit steigendem Machzahlniveau die laterale Ausbreitung der Verbrennungszone be-
hindert wird und somit die Baula¨ngen der Brennkammern gro¨ßer werden.
Zur besseren Vermischung von Oxidator und Brennstoﬀ in kompressiblen Stro¨mungen
existieren verschiedene Lo¨sungsansa¨tze. Einen guten U¨berblick u¨ber die Methoden
und Konzepte zur Verbesserung des Mischungsverhaltens in Scramjet-Brennkammer
geben Seiner et al. [52].
Die Grundidee aller Methoden ist es, die Turbulenz in der Scherschicht heraufzuset-
zen und somit den Massenaustausch zwischen beiden Stro¨mungen zu beschleunigen.
Bei der Bewertung der unterschiedlichen Verfahren ist allerdings zu beru¨cksichtigen,
daß eine zunehmende Verwirbelung zu gro¨ßeren Totaldruckverlusten fu¨hrt.
Eine Methode zur Erho¨hung der Turbulenz in der Scherschicht ist es, den Brennstoﬀ
u¨ber spezielle Injektordu¨sen bereits drallbehaftet einzuspritzen oder mit Hilfe von
besonders geformten Trennplatten eine Verwirbelung zu induzieren. Dabei zeigen
die Versuche, eine Intensivierung der Mischung mittels axialer Verwirbelung in der
Brennstoﬀzufuhr zu erzielen, in den meisten Fa¨llen wenig Erfolg. Axiale bzw. radia-
le Wirbelgeneratoren, die in der Luftstro¨mung vor dem Injektor positioniert sind,
erscheinen in der Anwendung aussichtsreicher.
Ein Beispiel hierfu¨r sind die von der Nasa entwickelten Swept ramp injectors und
Unswept ramp injectors, die in Abbildung 2.4 dargestellt sind. Die Erzeugung der
axialen Wirbel geschieht hierbei u¨ber die geometrische Gestaltung der Einspritzele-
mente. Im Vergleich stellte sich die Swept ramp-Konﬁguration als die eﬀektivere her-
aus, da die laterale Ausbreitung der Mischungszone bei demselben axialen Abstand
der Injektordu¨sen deutlich gro¨ßer ist. Allerdings treten bei solchen Konﬁgurationen
mit Wirbelgeneratoren zur Mischungsintensivierung in der Regel ho¨here Gesamt-
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Abbildung 2.4: ’swept’ und ’unswept’ ramp injectors
druckverluste als bei Injektoren ohne Wirbelgeneratoren auf, was den Gewinn an
Mischungsintensivierung im Nahfeld des Injektors in der Gesamtblanz des Schubes
wieder kompensieren kann [13]
Die Einwirkung von schra¨g einfallenden Verdichtungssto¨ßen auf eine Scher- bzw.
Mischungsschicht hat ebenfalls lokale Eﬀekte zur Folge, die in einem begrenzten
Umfang zur Mischungsintensivierung fu¨hren ko¨nnen. Dies beruht auf der Tatsache,
daß der durch den Stoß verursachte Dichtegradient nicht mit dem der Scherschicht
identisch ist. Der Kontakt der Stoßwelle mit der Scherschicht hat dann zusa¨tzliche
Verwirbelungen zur Folge. Dies fu¨hrt zu der Vermutung, daß u¨ber den Stoß eine
Erho¨hung der Turbulenz, und damit ein besseres Mischungsverhalten, erreicht wer-
den kann.
Um diese Annahme zu veriﬁzieren, wurden von mehreren Autoren Untersuchungen
zum Einﬂuß von Verdichtungssto¨ßen aus eine Mischungsschicht durchgefu¨hrt. Einen
guten U¨berblick auf diese Arbeiten gibt Brummund [51]. An dieser Stelle seien
beispielhaft die Arbeiten von Nuding [20, 49] und Mesnier [53, 21] genannt. Diese
bilden die experimentelle Grundlage der in der vorliegenden Arbeit vorgestellten
numerischen Ergebnisse.
Zur Veranschaulichung des Einﬂußes eines Verdichtungsstoßes auf die Mischungs-
schicht sind in Abbildung 2.5 Schlierenaufnahmen von Scherschichtexperimenten
nach Nuding ohne (Abb. 2.5(a)) und mit (Abb. 2.5(b)) extern induziertem Verdich-
tungsstoß bei einer konvektiven Machzahl Mc = 1.1 einander gegenu¨bergestellt. Die
Stro¨mungsrichtung verla¨uft von links nach rechts. Auf der linken Seite beﬁndet sich
ein Injektorelement zur Einblasung von Wasserstoﬀ in die U¨berschallluftstro¨mung,
an dessen Hinterkante Rekompressionssto¨ße entstehen. Die erkennbaren Strukturen
in der Scherschicht werden in Abschnitt 7.2.1 na¨her erla¨utert. In Abb. 2.5(b) ist
der extern induzierte Verdichtungsstoß hervorgehoben und markiert. Beim Eintritt
des Verdichtungsstoßes in die Scherschicht wird sein Verlauf steiler, die Scher- bzw
Mischungsschicht wird entsprechend abgelenkt und weitet sich auf.
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(a) ohne Stoß
(b) mit Stoß
Abbildung 2.5: Stoßexperimente nach Nuding, Schlierenaufnahmen, Mac = 1, 1
Kapitel 3
Physikalisches Modell
Die mathematische Beschreibung chemisch reagierender Stro¨mungen erfolgt durch
die Erhaltungsgleichungen fu¨r die Masse der chemischen Komponenten, des Impulses
und der Energie. Es ist allgemein anerkannt, dass sich mittels dieser Gleichungen
und einer geeigneten Modellierung der physikalischen Vorga¨nge alle Kontinuums-
stro¨mungen berechnen lassen ko¨nnen. Voraussetzung dafu¨r ist allerdings die Auﬂo¨-
sung aller relevanter Zeit- und La¨ngenskalen.
In diesem Kapitel werden die mathematischen Grundlagen dargelegt, welche zur
Beschreibung der in der vorliegenden Arbeit behandelten stro¨mungsmechanischen
Probleme notwendigen sind. Dazu werden zuerst die allgemeinen Bilanzgleichungen
der Fluidmechanik vorgestellt, bevor im weiteren die Modellierungen von turbulen-
ten Stro¨mungen und turbulenten Diﬀusionsﬂammen erla¨utert werden.
3.1 Bilanzgleichungen kompressibler Stro¨mungen
Die in der Stro¨mungsmechanik betrachteten Bilanzgleichungen lassen sich aus den
Erhaltungsprinzipien von Masse, Impuls und Energie an einem Kontrollvolumen
herleiten [45]. Zur Beschreibung chemisch reagierender Gasgemische sind zusa¨tzli-
che Transportgleichungen fu¨r die einzelnen Gaskomponenten no¨tig. Die Massenbi-
lanz an einem Kontrollvolumen fu¨r eine Spezies s fu¨hrt auf die Gleichung fu¨r den
Spezientransport:
∂ρYs
∂t
+∇ · [ρYsv] = −∇ · js + ω˙s . (3.1)
Hierin wird die Partialdichte ρs = ρYs als Funktion von Gesamtdichte ρ und Mas-
senanteil Ys ausgedru¨ckt. Die Gro¨ße ω˙s beschreibt den Massenquellterm. Der Diﬀu-
sionsmassenstrom js, welcher in Mehrkomponentengemischen aufgrund von Druck-,
Temperatur- und Konzentrationsgradienten entsteht, wird in Anlehnung an das
Fick’sche Gesetz fu¨r bina¨re Gemische durch die Formel:
js = −ρDs ∇Ys (3.2)
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mit dem DiﬀusionskoeﬃzientenDs berechnet. Durch Summation der Gleichung (3.1)
u¨ber alle Spezien ergibt sich schließlich die globale Massentransportgleichung:
∂ρ
∂t
+∇ · [ρv] = 0 . (3.3)
Die Erhaltung des Gesamtimpulses wird unter Vernachla¨ssigung der Gravitations-
kraft mit folgender Transportgleichung beschrieben:
∂ρv
∂t
+∇ · {ρvv + pδ} = ∇ · τ . (3.4)
Der Spannungstensor τ ist fu¨r Newton’sche Fluide unter Annahme der Stokes’schen
Hypothese als Funktion der Geschwindigkeitsgradienten durch das Produkt aus mo-
lekularer Viskosita¨t μ und dem Verzerrungstensor S gegeben:
τ = μS = μ
{
{∇v}+ {∇v}T − 2
3
δ (∇ · v)
}
. (3.5)
Aus dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik folgt letztlich unter Vernachla¨s-
sigung der potentiellen Lageenergie die Erhaltungsgleichung fu¨r die Energie:
∂ρE
∂t
+∇ · [v(ρE + p)] = ∇ · [τ · v]−∇ · q . (3.6)
Dabei stellt E die Summe aus massenbezogener innerer Energie e und kinetischer
Energie dar:
E = e+
1
2
(v · v) . (3.7)
Der Wa¨rmestromvektor q setzt sich zusammen aus Anteilen der Wa¨rmeleitung qc,
welche gema¨ß dem Fourier’schen Gesetz der Wa¨rmeleitung proportional zum Tem-
peraturgradienten sind, und einem Diﬀusionswa¨rmestrom qd, der den Enthalpie-
transport durch Diﬀusionseﬀekte in einem Mehrstoﬀsystem beschreibt:
q = qc + qd = −λ [∇T ] +
∑
s
jshs
= −λ [∇T ]−
∑
s
ρDs [∇Yshs] .
(3.8)
Der als Dufour-Eﬀekt bekannte thermo-diﬀusive Wa¨rmestrom wird entsprechend
den allgemein u¨blichen Ansa¨tzen nicht beru¨cksichtigt.
Das Gleichungssystem aus Kontinuita¨ts-, Impuls- und Energiegleichung wird u¨ber
die Zustandsgleichungen der Thermodynamik geschlossen. In der hier vorliegenden
Arbeit werden die untersuchten Stro¨mungen als Gemisch aus thermisch idealen Ga-
sen betrachtet, so dass sich der Druck aus der thermischen Zustandsgleichung be-
rechnet:
p = ρRT = ρT
∑
s
YsRs . (3.9)
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Die Temperatur ist dabei implizit u¨ber die innere Energie durch die kalorische Zu-
standsgleichung gegeben:
e =
∫ T
cv(T ) dT . (3.10)
3.1.1 Zustandsgro¨ßen und Transportkoeﬃzienten
Zur Lo¨sung des Gleichungssystems ist es notwendig, die innere Energie in Form
der kalorischen Zustandsgleichung und die molekularen Transportkoeﬃzienten in
Abha¨ngigkeit von der Temperatur anzugeben.
Die kalorischen Zustandsgro¨ßen einer Spezies sind fu¨r thermisch ideale Gase reine
Temperaturfunktionen und werden in dieser Arbeit unter zu Hilfenahme der Janaf
Tafeln [54] bestimmt. Die Zustandsgro¨ßen idealer Gasgemische setzen sich additiv
aus den Anteilen der Spezien zusammen:
e(T ) =
∑
s Yses(T ) , cv(T ) =
∑
s Yscv,s(T ) ,
h(T ) =
∑
s Yshs(T ) , cp(T ) =
∑
s Yscp,s(T ) .
(3.11)
Die Transportkoeﬃzienten der einzelnen Komponenten lassen sich mit Hilfe der
kinetische Gastheorie fu¨r du¨nne Gase (Chapman-Enskog-Theorie) berechnen [55,
56]. Bei den hier betrachteten Fa¨llen hat es sich allerdings als ausreichend erwiesen,
die Temperaturabha¨ngigkeit der Viskosita¨t der Spezien durch die halbempirische
Beziehung nach Sutherland [57, 38] zu bestimmen:
μs = μs,0
(
T
T0
) 3
2 T0 + C
T + C
. (3.12)
Unter Verwendung der Eucken-Korrektur fu¨r mehratomige Gase [58] berechnet sich
daraus die Wa¨rmeleitfa¨higkeit λs einer Spezies zu:
λs =
(
cp,s +
5
4
Rs
)
μs . (3.13)
Fu¨r Gasgemische berechnen sich die Transportkoeﬃzienten nach der Mischungsregel
nach Wilke [58], welche fu¨r die Viskosita¨t lautet:
μ =
∑
s
Ysμs
Δs
, (3.14)
wobei fu¨r Δs gilt:
Δs =
s∑
k=1
Ms
Mk
Ykφsk mit φsk =
1√
8
[
1 + (μs/μk)
1/2(Mk/Ms)
1/4
]2√
1 +Ms/Mk
. (3.15)
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Eine analoge Formulierung kann auch fu¨r die Gemisch-Wa¨rmeleitfa¨higkeit aufgestellt
werden. Der Diﬀusionskoeﬃzient Ds einer Spezies ergibt sich unter Vorgabe einer
konstanten Lewis-Zahl Les aus deren Deﬁnition:
Les =
λs
ρcpsDs
Les≈1=⇒ Ds = λs
ρcps
. (3.16)
3.2 Turbulenzmodellierung
Im voran gegangenen Abschnitt wurden die allgemeinen Bilanzgleichungen fu¨r che-
misch reagierende Stro¨mungen vorgestellt. Gemeinsam mit eindeutigen Anfangs-
und Randbedingungen bilden diese ein lo¨sbares Gleichungssystem fu¨r beliebige Rey-
noldszahlen. Prinzipiell gelten diese Gleichungen auch fu¨r turbulente Stro¨mungen,
bei welchen die Zustandsgro¨ßen der Hauptstro¨mung, hervorgerufen durch stochasti-
sche Bewegungen des Fluides, zeitlich und ra¨umlich variieren. Diese Eigenschaft wird
bei der Anwendung der direkten numerischen Simulation (DNS), welche die dreidi-
mensionalen Erhaltungsgleichungen ohne weitere Modellierung lo¨st, ausgenutzt. Die
Gro¨ßenordnung der dabei aufzulo¨senden Strukturen entspricht dabei den kleinsten
turbulenten La¨ngenskalen. Bei technisch relevanten Stro¨mungen und den in dieser
Arbeit betrachteten Fa¨llen hingegen, welche durch hohe Reynolds-Zahlen gekenn-
zeichnet sind, wu¨rden die extrem geringen charakteristischen La¨ngenmaße allerdings
eine zu große Anzahl an Gitterpunkten erfordern. Die Anwendung der DNS fu¨r diese
Fa¨lle liegt somit - auch bei den heute verfu¨gbaren Rechnerkapazita¨ten - ausserhalb
der praktischen Anwendung [59].
Zur Beschreibung von turbulenten Stro¨mungen mit hohen Reynolds-Zahlen wur-
den daher eine Vielzahl von Turbulenzmodellen entwickelt. Gegenstand aktueller
Forschung, auch in Kombination mit der Verbrennungssimulation, ist zur Zeit die
sogenannte Large-Eddy-Simulation (LES), bei welcher nur die großskaligen Turbu-
lenzballen direkt aufgelo¨st werden. Hingegen werden die kleinskaligen turbulenten
Strukturen unterhalb der Gitterweite und ihr Einﬂuss auf die großen Wirbel model-
liert. Die LES geht dabei von der Annahme aus, dass die großen turbulenten Wirbel
von der mittleren Stro¨mung und a¨usseren Einﬂu¨ssen abha¨ngen und zudem inhomo-
gene und anisotrope Eigenschaften aufweisen. Sie sind somit einer Modellierung nur
schwer zuga¨nglich. Die kleinen Wirbel haben dagegen einen universellen Charak-
ter und sind deshalb eher fu¨r eine Modellierung geeignet. Der gegenu¨ber der DNS
verbesserte Rechenaufwand liegt jedoch immer noch in Bereichen jenseits sinnvoller
technischer Anwendungen [60, 61].
Der zur Zeit gangbare Weg zur Berechnung technisch relevanter turbulenter Stro¨mun-
gen stu¨tzt sich auf die statistische Turbulenzmodellierung. Der dabei meist genutzte
Ansatz beruht auf der Anwendung der sogenannten Momentenmethoden, welche auf
der im folgenden vorgestellten Reynolds’schen Mittelung der Erhaltungsgleichungen
basieren. Die Momentenmethoden lassen sich in die Reynolds-Spannungs-Modelle
und die Wirbelviskosita¨tsmodelle einteilen. Bei den ersteren werden neben den ge-
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mittelten Erhaltungsgleichungen zusa¨tzliche Transportgleichungen fu¨r die Reynolds-
Spannungen (ρv′′v′′) und -Flu¨sse (ρv′′φ′′) gelo¨st. Sie stellen den allgemeinsten An-
satz innerhalb der Momentenmethoden dar. Aufgrund der hohen Anzahl der zu
lo¨senden Gleichungen sind sie aber rechenaufwendiger und anpruchsvoller hinsicht-
lich der Modellierung und Vorgabe der Randbedingungen [62].
Die Wirbelviskosita¨tsmodelle hingegen beruhen auf dem Boussinesq’schen Wirbel-
viskosita¨tsansatz und dem Gradientenﬂussansatz. Den molekularen Transportpro-
zessen entsprechend wird eine scheinbare Za¨higkeit μt, welche auch als Wirbelvis-
kosita¨t bezeichnet wird, eingefu¨hrt und die unbekannten Korrelationsterme pro-
portional zum Gradienten mittlerer Stro¨mungsgro¨ßen gesetzt. Die Einteilung die-
ser Modelle erfolgt nach Art und Anzahl der zusa¨tzlichen Gleichung zur Bestim-
mung der Wirbelviskosita¨t. Dabei wird unterschieden zwischen algebraischen (oder
Nullgleichungs-), Eingleichungs- und Zweigleichungsmodellen. Hinsichtlich der Simu-
lation turbulenter Verbrennungsvorga¨nge spielen nur die letzteren eine Rolle. Das in
dieser Arbeit verwendete und im folgenden erla¨uterte Zweigleichungsmodell ist das
verbreitete k −  – Modell nach Jones und Launder [63], bei welchem Transport-
gleichungen fu¨r die turbulente kinetische Energie und deren Dissipationsrate gelo¨st
werden. Die Grenzen der Zweigleichungsmodelle liegen u. a. in der Anwendung des
Wirbelviskosita¨tsansatzes und der Annahme lokaler Isotropie der Turbulenz. Bei
vielen Stro¨mungsproblemen insbesondere mit turbulenter Verbrennung sind diese
Voraussetzungen oftmals nicht erfu¨llt. Von daher ist der Einsatz solcher Modelle
kritisch zu beurteilen, jedoch rechtfertigen die Ergebnisse komplexerer Turbulenz-
modelle wie den Reynolds-Spannungs-Modellen oftmals nicht den wesentlich ho¨heren
Rechenaufwand.
Ein U¨berblick u¨ber die zahlreichen Varianten der Turbulenzmodellierung in nicht-
reaktiven Stro¨mungen liefert Wilcox [64]. Einen Einblick in die Problematik der
Behandlung der nichtlinearen Quellterme bei der turbulenten Verbrennung geben
Libby und Williams [65].
3.2.1 Reynolds-gemittelte Bilanzgleichungen fu¨r turbulente
Stro¨mungen
Basierend auf der grundlegenden Arbeit von Reynolds [66] werden die gemittelten
Bilanzgleichungen betrachtet. Die physikalischen Stro¨mungsgro¨ßen φ werden dazu in
einen zeitlichen Mittelwert φ und einen turbulenten Schwankungsanteil φ′ aufgeteilt:
φ = φ+ φ′ . (3.17)
Die Mittelung erfolgt dabei u¨ber ein Zeitintervall Δt, welches groß genug ist hin-
sichtlich der charakteristischen Zeitskalen der Turbulenz, aber klein genug bezu¨glich
der zeitlichen A¨nderungen der gemittelten Stro¨mungsgro¨ße φ:
φ =
1
Δt
∫ t0+Δt
t0
φ(t) dt . (3.18)
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Diese Art der zeitlichen Mittelung erfolgt hauptsa¨chlich bei inkompressiblen Stro¨m-
ungen. Fu¨r kompressible bzw. reaktive Stro¨mungen hingegen kann die Dichte nicht
mehr als konstant angesehen werden. Die Mittelung nach Reynolds fu¨hrt dann zu
zusa¨tzlichen Dichte-Korrelationen, fu¨r die geeignete Modellierungen gefunden wer-
den mu¨ssen. Nach Favre [67] wird daher fu¨r die ﬂuidmechanischen Gro¨ßen kom-
pressibler Stro¨mungen bis auf Dichte und Druck eine massengewichtete Mittelung
angewandt:
φ = φ˜+ φ′′
=
ρφ
ρ
+ φ′′ .
(3.19)
Im folgenden werden nun die unter Anwendung der Gleichungen (3.17) und (3.19)
hergeleiteten Reynolds-gemittelten Bilanzgleichungen vorgestellt.
Aus Gleichung (3.3) ergibt sich die gemittelte Kontinuita¨tsgleichung:
∂ρ
∂t
+∇ · [ρv˜] = 0 , (3.20)
welche formal gleich der ungemittelten ist. Entsprechend folgt aus Gleichung (3.1)
die Bilanzgleichung fu¨r die einzelnen chemischen Spezien:
∂ρY˜s
∂t
+∇ ·
[
ρY˜sv˜
]
= ω˙s −∇ ·
[
js + ρv
′′Y ′′s
]
. (3.21)
Die gemittelte Impulsgleichung lautet:
∂ρv˜
∂t
+∇ · {ρv˜v˜ + pδ} = ∇ · τ −∇ · {ρv′′v′′} . (3.22)
Die massen-gemittelte Totalenergie E˜ la¨sst sich aus Gleichung (3.7) herleiten:
E˜ = e˜+
1
2
(v˜ · v˜) + 1
2
ρ(v′′ · v′′)
ρ
. (3.23)
Darin ist die turbulente kinetische Energie k enthalten:
k =
1
2
ρ(v′′ · v′′)
ρ
, (3.24)
welche dem zusa¨tzlichen Anteil an kinetischer Energie durch turbulente Geschwin-
digkeitsﬂuktuationen an der mittleren Energie entspricht. Die Einfu¨hrung der Ent-
halpie h = e+ p/ρ in die Erhaltungsgleichung (3.6) fu¨r die Energie und deren Zerle-
gung in h = h˜+ h′′ fu¨hrt auf die Bilanzgleichung der gemittelten Totalenergie:
∂ρE˜
∂t
+∇ ·
[(
ρE˜ + p
)
v˜
]
= ∇ · [τ · v˜ + τ · v′′]−∇ · q
−∇ ·
[
ρv′′h′′ + [ρv′′v′′] · v˜ + 1
2
(ρv′′v′′) · v′′
]
.
(3.25)
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Die Zustandsgleichung (3.9) beha¨lt auch in turbulenten Stro¨mungen ihre Gu¨ltigkeit.
Im Zuge der Mittelung ergibt sich jedoch ein zusa¨tzlicher Term:
p = ρRT˜ +
∑
s
RsρY ′′s T ′′
= ρRT˜ +R
∑
s
1
MsρY
′′
s T
′′ .
(3.26)
Unter der vereinfachenden Annahme identischer Molmassen Ms fu¨r alle Spezien
reduziert sich die gemittelte Zustandsgleichung (3.26) wegen
∑
s Y
′′
s = 0 zu:
p = ρRT˜ . (3.27)
Die gemittelten Erhaltungsgleichungen bilden nun ein in sich nicht mehr geschlosse-
nes Gleichungssystem. Sie enthalten unbekannte Korrelationen, die aus der Mittel-
ung nichtlinearer Terme entstehen. Diese Korrelationen beschreiben den Einﬂuss der
turbulenten Fluktuationen auf den Transport von Impuls und Energie und ko¨nnen
durch die bekannten Stro¨mungsgro¨ßen nicht ausgedru¨ckt werden. Dies fu¨hrt zum
klassischen Schließungsproblem und erfordert die Wahl eines geeigneten Modellie-
rungsansatzes zur Beschreibung turbulenter Stro¨mungen.
3.2.2 Schließungsansatz fu¨r turbulente Stro¨mungen
Zur Lo¨sung des Schließungsproblems wird der Wirbelviskosita¨tsansatz nach Bous-
sinesq [68] verwendet. Die Modellierung der unbekannten Korrelationen in den Er-
haltungsgleichungen erfolgt in Analogie zu den molekularen Transportprozessen mit
Hilfe der Gradienten der mittleren Stro¨mungsgro¨ßen und turbulenten Transport-
koeﬃzienten. Dabei wird eine scheinbare Za¨higkeit μt eingefu¨hrt, welche auch als
Wirbelviskosita¨t oder auch turbulente Viskosita¨t bezeichnet wird. Diese ist anders
als die molekulare Viskosita¨t eine reine Stro¨mungsgro¨ße und somit nur vom ak-
tuellen Stro¨mungszustand abha¨ngig. In voll ausgebildeten turbulenten Stro¨mungen
u¨berschreitet die turbulente Viskosita¨t die molekulare um mehrere Gro¨ßenordnun-
gen.
Der Reynolds’sche Spannungstensor −{ρv′′v′′}, welcher den turbulenten Impulsaus-
tausch beschreibt, wird als Funktion des Tensors der mittleren Geschwindigkeitsgra-
dienten formuliert:
− {ρv′′v′′} = μt{{∇v˜}+ {∇v˜}T − 2
3
δ (∇ · v˜)
}
︸ ︷︷ ︸
˜S
−2
3
ρkδ . (3.28)
Der in Gleichung (3.28) eingefu¨hrte mittlere Verzerrungstensor S˜ ist an dieser Stelle
als Deﬁnition zu verstehen, da in der Regel ∇˜v = ∇v˜ gilt. Der im Vergleich zu Glei-
chung (3.5) hinzugekommene Term 2
3
ρk repra¨sentiert zusa¨tzliche Normalspannungen
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und kann mit dem mittleren Druck p zum eﬀektiven Druck:
pt = p+
2
3
ρk (3.29)
zusammengefasst werden. Die Approximation des mittleren Spannungstensors mit
τ = μ S˜ und Einsetzen in Gleichung (3.22) fu¨hrt auf die modellierte Impulsglei-
chung:
∂ρv˜
∂t
+∇ · [ρv˜v˜ + ptδ] = ∇ · τ t (3.30)
mit dem eﬀektiven Spannungstensor:
τ t = (μ+ μt) S˜ . (3.31)
Die in der Spezientransport- (3.21) und der Energiegleichung (3.25) auftretenden
unbekannten Terme erfordern neben dem Wirbelviskosita¨tsansatz weitere Schlie-
ßungsannahmen in Form des Gradientenﬂussansatzes. Die turbulente Massendiﬀu-
sion − [ρv′′Y ′′s ] und der turbulente Wa¨rmestrom − [ρv′′h′′] werden dabei durch:
− [ρv′′Y ′′s ] = μtSct
[
∇Y˜s
]
− [ρv′′h′′] = μt
Prt
[
∇h˜
] (3.32)
ausgedru¨ckt. Darin entsprechen Sct der turbulenten Schmidt-Zahl und Prt der tur-
bulenten Prandtl-Zahl. Die Terme 1
2
(ρv′′ · v′′)v′′ und τ · v′′ in der Energiegleichung
werden in Anlehnung an Wilcox [64] gemeinsam durch:
[
τ · v′′]− [1
2
(ρv′′v′′) · v′′
]
=
(
μ+
μt
σk
)
[∇k] = μk [∇k] (3.33)
ausgedru¨ckt.
Unter der Voraussetzung einer konstanten Lewis-Zahl Le = 1 und eines einzigen
Diﬀusionskoeﬃzienten Ds = D fu¨r alle Spezien erha¨lt man schließlich die mittlere
Massendiﬀusion:
js = −ρD
[
∇Y˜s
]
(3.34)
und den mittleren molekularen Wa¨rmestrom:
q = −ρD
[
∇h˜
]
. (3.35)
Fu¨r die modellierte Spezientransportgleichung ergibt sich somit:
∂ρY˜s
∂t
+∇ ·
[
ρY˜sv˜
]
= ω˙s +∇ ·
[(
ρD +
μt
Sct
)
∇Y˜s
]
(3.36)
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und die modellierte Energiegleichung lautet:
∂ρE˜
∂t
+∇·
[(
ρE˜ + p
)
v˜
]
= ∇· [τ t · v˜]+∇· [μk∇k]+∇·
[(
ρD +
μt
Prt
)
∇h˜
]
. (3.37)
Bei genauer Kenntnis der Wirbelviskosita¨t μt und der turbulenten kinetischen Ener-
gie k liegen die modellierten Erhaltungsgleichungen (3.20), (3.30) und (3.37) in ge-
schlossener Form vor. Die Berechnung dieser Gro¨ßen erfordert dazu die Wahl eines
geeigneten Turbulenzmodells. Die Bestimmung des fehlenden Massenquellterms in
Gleichung (3.36) erfolgt mittels eines passenden Reaktionsmodells, worauf in Ab-
schnitt 3.3 eingegangen wird.
3.2.3 k −  – Turbulenzmodell
Das k −  – Modell geho¨rt zur Klasse der Zweigleichungs-Turbulenzmodelle. Bei
diesen Modellen werden zur Bestimmung der unbekannten Gro¨ßen zwei zusa¨tzliche
Transportgleichungen gelo¨st.
Die erste dieser Gleichungen beschreibt den Transport von turbulenter kinetischer
Energie. Sie la¨sst sich aus den ungemittelten Navier-Stokes Gleichungen analytisch
ableiten, in dem zuerst die i-te Komponente der Impulsgleichung (3.4) mit der j-ten
Geschwindigkeitsﬂuktuation v′′j multipliziert und anschließend zur analogen Glei-
chung mit vertauschten Indizes addiert wird. Eine nachfolgende konventionelle Mit-
telung fu¨hrt auf die Transportgleichung fu¨r den Reynolds’schen Spannungstensor,
dessen Spur die gesuchte Gleichung (3.38) fu¨r die turbulente kinetische Energie k
liefert:
∂ρk
∂t
+∇ · [ρv˜k] =−∇ ·
[
p′v′′ +
1
2
ρv′′(v′′ · v′′)− τ · v′′
]
︸ ︷︷ ︸
Diﬀusion
− {ρv′′v′′ : ∇v˜}︸ ︷︷ ︸
Produktion
−
(
τ : {∇v′′}
)
︸ ︷︷ ︸
Dissipation
+ p′(∇ · v′′)− v′′ · [∇p]︸ ︷︷ ︸
Kompressibilta¨tseﬀekte
.
(3.38)
Die linke Seite dieser Gleichung beschreibt die zeitliche A¨nderung sowie den kon-
vektiven Transport von turbulenter kinetischer Energie. Die Terme auf der rechten
Seite lassen sich physikalisch als Produktion, Diﬀusion und Dissipation von k deu-
ten. Zusa¨tzlich treten Terme auf, die Kompressibilia¨tseﬀekte beschreiben.
Der Produktionsterm, welcher ausgehend von einer Energiekaskade die Umwandlung
mittlerer kinetischer Energie in turbulente Fluktuationen umschreibt, kann mittels
des Wirbelviskosita¨tsansatzes (3.28) formuliert werden. Die Modellierung des Dif-
fusionsterms erfolgt entsprechend dem Ansatz in der Energiegleichung mit Hilfe
der Gleichung (3.33) unter Vernachla¨ssigung der Druck-Geschwindigkeitskorrelation
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p′v′′. Der Dissipationsterm wird durch Einfu¨hrung der Dissipationsrate :
ρ = τ : {∇v′′} , (3.39)
ausgedru¨ckt. Zusammenfassend ergibt sich nun aus den obigen Annahmen unter
Vernachla¨ssigung der Kompressibilita¨tsterme die modellierte Gleichung fu¨r die tur-
bulente kinetische Energie:
∂ρk
∂t
+∇ · [ρv˜k] = ∇ · [μk∇k] +
(
{μtS˜ − 2
3
ρkδ} : {∇v˜}
)
− ρ . (3.40)
Die Wirbelviskosita¨t μt la¨sst sich aus dimensionsanalytischen Gru¨nden als Produkt
einer charakteristischen Geschwindigkeit, einer charakteristischen La¨nge und der
Dichte darstellen:
μt = Cμ ρvtlt , (3.41)
worin Cμ eine Konstante mit dem Wert 0.09 ist. Mit vt =
√
k ist fu¨r die großen
energiereichen Wirbel eine charakteristische Geschwindigkeit bekannt. Die Bestim-
mung der charakteristischen La¨nge erfolgt bei Zweigleichungs-Turbulenzmodellen
durch Lo¨sung einer weiteren Transportgleichung. Dies kann eine Gleichung fu¨r das
La¨ngenmaß selbst oder einer beliebigen Gro¨ße z der Form z = kmln sein. Sehr
ha¨uﬁg wird dafu¨r eine Gleichung der Form z = k3/2/lt verwendet, was nach Kolmo-
gorov [69] der Dissipationsrate  homogener isotroper Turbulenz entspricht. Fu¨r die
Wirbelviskosita¨t ergibt sich dafu¨r:
μt = Cμρ
k2

. (3.42)
Als zweite Gleichung fu¨r das k −  – Modell wird daher eine Transportgleichung
fu¨r die Dissipationsrate  der turbulenten kinetischen Energie k formuliert. Diese
kann ebenfalls aus den ungemittelten Navier-Stokes Gleichungen abgeleitet werden.
Die Herleitung ist fu¨r kompressible Stro¨mungen allerdings recht umfangreich und
fu¨hrt letztlich auf eine Gleichung mit einer Vielzahl unbekannter Korrelationen, die
einer direkten Modellierung nicht zuga¨nglich sind. Es wird daher eine Analogie zur
Transportgleichung von k postuliert und diese in eine Formulierung fu¨r die Dissipa-
tionsrate u¨berfu¨hrt [70]:
∂ρ
∂t
+∇ · [ρv˜] = ∇ · [μ∇] + C1 
k
(
{μtS˜ − 2
3
ρkδ} : ∇v˜
)
− C2ρ
2
k
, (3.43)
Darin enthalten sind μ = μ +
μt
σ
und die empirischen Konstanten C1 = 1.44 und
C2 = 1.92.
3.2.4 Rotationsanomalie
Aus der Literatur ist bekannt, dass das k − -Modell mit den Standardkonstanten
nicht in der Lage ist, die Aufweitungsraten axialsymmetrischer Freistrahlen korrekt
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zu berechnen [64]. Zur Lo¨sung dieses Problems wurden verschiedene Ansa¨tze erarbei-
tet, welche von der einfachen Anpassung der Konstanten an das Problem bis hin zu
mehr physikalisch motivierten Korrekturen reichen. Die in dieser Arbeit verwendete
Anpassung beruht auf einem Vorschlag von Pope [71], wonach der Dissipationsterm
der -Gleichung wie folgt korrigiert wird:
C2ρ
2
k
−→ ρ
2
k
(C2 − C3 χ) . (3.44)
Durch die Wirbelstreckungsinvariante χ:
χ = {w ·w} : S∗ , (3.45)
mit den Komponenten:
w =
1
2
k

{{∇v˜} − {∇v˜}T} und S∗ = 1
2
k

{{∇v˜}+ {∇v˜}T} (3.46)
wird der Einﬂuss der Wirbelstreckung auf die Dissipation ausgedru¨ckt. Sie ver-
schwindet fu¨r ebene Stro¨mungen. Der Parameter C3 wird hierbei gema¨ß der For-
mulierung nach Pope [71] zu 0.79 gesetzt.
3.2.5 Kompressibilita¨tskorrektur
Bei Stro¨mungen mit hoher Mach-Zahl gewinnt die Kompressibilita¨t des Fluides an
Bedeutung. Dadurch bedingt erho¨ht sich der Einﬂuss der Fluktuationen der thermo-
mechanischen Gro¨ßen. In diversen experimentellen Untersuchungen wurde z. B. von
Papamoschou et al. [18] oder Hall et al. [72] anhand von turbulenten Scherschichten
gezeigt, dass die Aufweitungsrate mit steigender konvektiver Mach-Zahl:
Mac =
|u˜1 − u˜2|
a1 + a2
(3.47)
abnimmt. Darin sind u˜1, u˜2 die Geschwindigkeitskomponenten in Hauptstro¨mungs-
richtung und a1, a2 die Schallgeschwindigkeiten der beiden die Scherschicht bilden-
den Stro¨mungen. Mit dem oben vorgestellten k −  – Modell kann dieses Verhalten
nicht vorhergesagt werden.
Zur Beru¨cksichtigung der in Gleichung (3.40) nicht erfassten Kompressibilta¨t haben
Sarkar et al. [73] und Zeman et al. [74] unabha¨ngig voneinander eine Aufteilung der
isotropen Dissipation  nach Gleichung (3.39) in einen solenoidalen (inkompressi-
blen) Anteil (s) und einen Dilatations-Anteil (d):
ρ = ρs + ρd . (3.48)
mit:
ρs = μ(ω′′ω′′) und ρd =
4
3
μ(∇ · v′′)2 (3.49)
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vorgeschlagen. Darin entspricht ω′′ = 1
2
{{∇v′′} − {∇v′′}T} der Fluktuation des
Wirbelvektors. Unter der Annahme homogener Turbulenz mit konstanter Visko-
sita¨t ist die Aufspaltung der Dissipationsrate in den inkompressiblen Anteil des
divergenzfreien Geschwindigkeitsfeldes und den kompressiblen Anteil exakt erfu¨llt.
Desweiteren ist dies eine gute Approximation fu¨r inhomogene Turbulenz bei ho-
hen Reynoldszahlen. Eine detailliertere Herleitung ﬁndet sich zum Beispiel bei Wil-
cox [64].
Zur Modellierung der Dilatations-Dissipation postulieren Sarkar und Zeman, dass
die Dissipation s des divergenzfreien Geschwindigkeitsfeldes unabha¨ngig von Kom-
pressibilita¨tseinﬂu¨ssen ist und durch Gleichung (3.43) beschrieben werden kann,
wenn  durch s ersetzt wird. In den Ansa¨tzen der beiden Autoren wird die kom-
pressible Dissipation schließlich als Funktion der turbulenten Machzahl:
Mat =
√
2 k
a
mit a =
√
κRT˜ (3.50)
in Abha¨ngigkeit von s durch:
d = ξ
∗f(Mat)s (3.51)
ausgedru¨ckt.
Im Rahmen dieser Arbeit wird das Modell nach Sarkar [73] benutzt:
ξ∗ = α1 = 1. , f(Mat) = Ma2t , (3.52)
so dass sich die Gesamtdissipation in der Bilanzgleichung der turbulenten kinetischen
Energie (3.40) zu:
ρ = ρs (1 + α1Ma
2
t ) (3.53)
ergibt. Auf analoge Weise wird Gleichung (3.42) fu¨r die turbulente Viskosita¨t vera¨n-
dert. Durch die nun um den kompressiblen Anteil erho¨hte Dissipation wird das
Niveau der turbulenten kinetischen Energie sowie die turbulente Viskosita¨t verrin-
gert. Aufgrund dieser Modiﬁkation ist das k− – Modell nun in der Lage, wie spa¨ter
gezeigt wird, die Aufweitungsraten in kompressiblen turbulenten Stro¨mungen wie-
derzugeben.
3.3 Modellierung turbulenter Diﬀusionsﬂammen
Turbulente Diﬀusionsﬂammen zeichnen sich dadurch aus, dass Brennstoﬀ und Oxi-
dator dem Verbrennungsraum getrennt zugefu¨hrt werden. Die darin stattﬁndende
Reaktion resultiert aus der Diﬀusion der Reaktionspartner auf molekularer Ebene
und tritt zeitgleich mit den turbulenten Mischungsprozessen auf. Man spricht in
diesem Zusammenhang auch von turbulenter nicht-vorgemischter Verbrennung. Aus
o. g. Deﬁnition erkennt man die Problematik eines jeden Modellierungsansatzes.
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Um eine hinreichend genaue Beschreibung turbulenter Diﬀusionsﬂammen zu erhal-
ten, ist es notwendig, die turbulente Mischung, die chemischen Reaktionen und ihre
gegenseitige Beeinﬂussung mo¨glichst exakt zu modellieren.
Im Gegensatz dazu werden in vorgemischten Flammen Brennstoﬀ und Oxidator
vollsta¨ndig gemischt dem Verbrennungsraum zugefu¨hrt. Die Reaktion wird dabei
von einer Flammenfront gesteuert, welche das heiße und verbrannte Gasgemisch
vom kalten unverbrannten Gasgemisch trennt. In der vorliegenden Arbeit werden
ausschließlich nicht-vorgemischte Flammen betrachtet, wie sie typischer Weise in
supersonischen U¨berschallbrennkammern auftreten.
Fu¨r eine detailliertere Einfu¨hrung in die Verbrennungstheorie und die turbulente
Verbrennung sei auf die einschla¨gige Literatur wie zum Beispiel Libby et al. [65],
Williams [75] oder Peters [76, 77] verwiesen.
Die die turbulente nicht-vorgemischte Verbrennung beherrschenden Prozesse sind,
wie zuvor schon erwa¨hnt, die turbulente Mischung und die chemischen Reaktionen.
Um eine Beurteilung von Diﬀusionsﬂammen durchfu¨hren zu ko¨nnen, ist es hilfreich,
die diese Prozesse beschreibenden Zeitskalen zu betrachten. Das Verha¨ltnis dieser
Zeitskalen bildet die sogenannte Damko¨hler-Zahl Da:
Da =
τt
τc
. (3.54)
Darin stellt τt ein Zeitmaß fu¨r die turbulenten Fluktuationen und τc ein Zeitmaß fu¨r
die auftretenden chemischen Reaktionen dar.
Fu¨r große Damko¨hler-Zahlen (τc → 0) ﬁnden die chemischen Reaktionen so schnell
statt, dass die Betrachtung der detaillierten Chemie vernachla¨ssigt werden kann.
Die Reaktionszone ist eine du¨nne Schicht um den Bereich der sto¨chiometrischen
Mischung. In dieser du¨nnen Reaktionsschicht (engl. ﬂamelet) werden alle Reaktan-
den, welche durch molekulare Diﬀusion hinein transportiert werden, sofort in das
Reaktionsprodukt umgewandelt. Der diﬀusive Massentransport bestimmt somit die
Reaktionssta¨rke und die freigesetzte Wa¨rmemenge. Die Turbulenz in diesem Bereich
fu¨hrt die Reaktanden zu und erha¨lt dadurch die fu¨r den diﬀusiven Massentransport
notwendigen Konzentrationsgradienten aufrecht. Fu¨r den Fall einer unendlich großen
Damko¨hler-Zahl (Da → ∞) reduziert sich das Verbrennungsproblem zu einem rei-
nen Mischungsproblem.
Bei sinkender Damko¨hler-Zahl, z. B. durch steigende turbulente Mischung (τt ↘)
unter der Annahme einer konstanten Zeit τc, nimmt der Einﬂuss des Stro¨mungsfeldes
auf die Reaktionszone zu. Infolge dessen steigt der Energie- und Massentransport aus
der Reaktionsschicht und es entsteht ein chemisches Nicht-Gleichgewicht, bei dem
die Reaktionen zu langsam ablaufen, als dass alle Reaktanden umgesetzt werden
ko¨nnen. Eine noch sta¨rker turbulente Durchmischung fu¨hrt im Grenzfall zu einem
lokalen Verlo¨schen der Flamme (engl. quenching). Dabei entsteht eine Situation der
teilweise-vorgemischten Verbrennung. Fu¨r den Grenzfall einer Damko¨hler-Zahl klei-
ner Eins Da < 1, d. h. bei sehr hoher Turbulenz und demzufolge einer starken
turbulenten Durchmischung, bildet sich eine Flamme, die der vorgemischten a¨hnelt.
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Diese ist allerdings nur von theoretischer Bedeutung. Eine detailliertere Einteilung
und Unterscheidung der verschiedenen Regime der nicht-vorgemischten Verbrennung
ﬁndet sich zum Beispiel bei Peters [76] oder Borghi [78].
Wie in Abschnitt 3.2 beschrieben wird zur Beschreibung von komplexen turbulen-
ten Stro¨mungen ein statistischer Ansatz verwendet, welcher zu gemittelten Erhal-
tungsgleichungen (3.36) der chemischen Komponenten fu¨hrt. Wegen der stark nicht-
linearen Abha¨ngigkeit der chemischen Quellterme ω˙s von der Temperatur und der
Konzentration der chemischen Komponenten kann der mittlere Quellterm ω˙s nicht
als direkte Funktion der mittleren Gro¨ßen allein ausgedru¨ckt werden. Der physi-
kalische Gesamtzustand an einem Ort zu einer bestimmten Zeit wird durch einen
Satz unabha¨ngiger statistischer Variablen ψi festgelegt, die mit den physikalischen
Gro¨ßen (v, T , Ys, . . . ) korrespondieren. Aufgrund der turbulenten Austauschpro-
zesse ist der Gesamtzustand nicht mehr eindeutig bestimmt. Diese unabha¨ngigen
Gro¨ßen ψi spannen den sog. Phasenraum auf, der dann die Gesamtheit aller mo¨gli-
chen Variationen der schwankungsbehafteten Variablen beschreibt. Innerhalb der
durch Turbulenz und Thermodynamik vorgegebenen Grenzen ko¨nnen alle Zustands-
kombinationen angenommen werden, wobei die Wahrscheinlichkeit verschiedener
Zusta¨nde unterschiedlich hoch ist. Die statistische Beschreibung kann dann mit der
aus der Wahrscheinlichkeitstheorie bekannten Wahrscheinlichkeits-Dichte-Funktion
(engl. probability density function (Pdf)) erfolgen:
Bezeichnet P (ψ1, . . . , ψn) die Verbund-Pdf der stochastischen Gro¨ßen
ψ = [ψ1, . . . , ψn], dann gibt P (ψ)dψ die Wahrscheinlichkeit dafu¨r an,
dass ψ innerhalb des Intervalls [ψ, ψ + dψ] liegt.
Die Verbund-Pdf beinhaltet somit alle Schwankungen dieser unabha¨ngigen Gro¨ßen.
Die Berechnung des Mittelwertes einer beliebigen Funktion f(ψ) erfolgt dann durch
die Integration:
f(ψ) =
∫
f(ψ)P (ψ)dψ . (3.55)
Der mittlere chemische Quellterm berechnet sich schließlich unter Beru¨cksichtigung
von Gleichung (3.55) wie folgt:
ω˙s(x) =
∫
ψρ
∫
ψT
∫
ψY1
. . .
∫
ψYn,sp
ω˙s
(
ψρ, ψT , ψY1 , . . . , ψYn,sp
)
P
(
ψρ, ψT , ψY1 , . . . , ψYn,sp ;x
)
dψρ dψT dψY1 . . . dψYn,sp , (3.56)
wobei sich der momentane Quellterm ωs(. . .) aus einem beliebigen chemischen Reak-
tionsschema z. B. durch einen Arrhenius-Ansatz bestimmen la¨sst. Durch Gleichung
(3.56) kann der mittlere chemische Quellterm ω˙s exakt berechnet werden. Das Schlie-
ßungsproblem verschiebt sich damit allerdings zu einer geeigneten Beschreibung der
multi-dimensionalen Pdf P
(
ψρ, ψT , ψY1 , . . . , ψYn,s ;x
)
.
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Pope [79, 80] schla¨gt zur Bestimmung der Verbund-Wahrscheinlichkeit die Lo¨sung
einer Transportgleichung fu¨r die Pdf vor. Die Terme fu¨r die chemischen Quell-
terme und die Turbulenz liegen darin in geschlossener Form vor, beno¨tigen aber
zur Berechnung verschiedene Modellansa¨tze. Eine große Anzahl unabha¨ngiger Va-
riablen ψi macht dieses Verfahren fu¨r ein numersisches Standardverfahren schwer
anwendbar, weshalb Pope zur Lo¨sung Pdf-Transportgleichung eine Monte-Carlo-
Simulation empﬁehlt. Bei diesem statistischen Simulationsverfahren werden zur Lo¨-
sung der Transportgleichung die Variablen durch Sequenzen von Zufallswerten re-
pra¨sentiert. Die Methode ist aber sehr rechenzeit- und speicherintensiv, weshalb sie
fu¨r technische Anwendungen in der Regel nicht handhabbar ist.
In nicht-vorgemischten Diﬀusionsﬂammen wird die Reaktionsgeschwindigkeit zu-
meist von der turbulenten Mischung kontrolliert, so dass die chemische Reaktion
als sehr schnell verglichen zur Mischung angenommen werden kann. In technisch
relevanten Anwendungen kommen daher Modelle zum Einsatz, die aufgrund ihrer
Einfachheit recht verbreitet sind. Diese umgehen die Problematik der Formulierung
einer komplexen Beziehung fu¨r den chemischen Quellterm (Gleichung (3.56)), in dem
sie einen chemischen Zustand annehmen und dadurch den lokalen Einﬂuss der Tur-
bulenz auf die Chemie vernachla¨ssigen. Die Massenbruchverteilung steht somit in
direktem Zusammenhang zum Mischungszustand. Vertreter dieser Modelle sind das
Flamesheet- oder das Gleichgewichts-Modell, welche von Sasse [38] und Melen [81]
zur Anwendung in U¨berschallstro¨mungen beschrieben wurden.
Eine Erweiterung dieses Konzeptes bietet das Flamelet – Modell [77], bei welchem
die lokale Flammenstruktur in Abha¨ngigkeit vom Mischungszustand und dem Ein-
ﬂuss der Turbulenz auf Stro¨mung und Flamme betrachtet wird. Die Anwendung
dieses Modells auf die Stro¨mung in Scramjet-Brennkammern wurde von Oever-
mann [56] untersucht.
Die oben genannten Modelle vermeiden die Berechnung eines mittleren chemischen
Quellterms. Denen gegenu¨ber stehen Modelle, welche eine vereinfachte Form der
Gleichung (3.56) lo¨sen. Diese basieren auf dem Lagrange’schen Prinzip und be-
trachten die Entwicklung eines Stro¨mungspartikels in Lagrange’schen Koordinaten
im Phasenraum. Sie sind mit den zuvor erwa¨hnten Pdf-Methoden verwandt, gleich-
zeitig aber durch vereinfachende Annahmen eﬀektiver anzuwenden.
Zu diesen Methoden za¨hlt das in dieser Arbeit benutzte Probalistic-Euler-La-
grangian-Modell (PEuL), welches von Borghi et al. [39] ausgehend von dem La-
grange’schen Ansatz Interaction-by-Exchange-with-the-Mean (IEM ) vor-
geschlagen wurde. Dieses Modell kombiniert die detaillierten Informationen u¨ber die
chemische Reaktion mit der statistischen Beschreibung des Einﬂusses der Turbulenz
mit dem Pdf-Ansatz. Das PEuL-Modell ist vielseitig einsetzbar und wurde zum Bei-
spiel von Schlatter [82] zusammen mit einer 2-Schritt-Reaktion bei der Untersuchung
von nicht-vorgemischten H2-Luft-Flammen hinsichtlich der Bildung von Stickoxiden
(NOx) angewendet. Ru¨ter [83] verglich das PEuL-Modell mit dem Flamelet-Modell
im Zusammenhang mit der Verbrennung in Raketen-Hochdruck-Brennkammern.
Die im folgenden vorgestellte Version des PEuL-Modells mit einem globalen Reakti-
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onsschritt basiert auf Erweiterungen von Vervisch [40] undMelen [81] und wurde von
Sasse [38] in das in dieser Arbeit benutzte Finite-Elemente-Verfahren implemen-
tiert. Zur Beschreibung der Ein-Schritt-Reaktion werden zwei Parameter beno¨tigt.
Neben dem Oxidator-Massenanteil der betrachteten Reaktion wird dazu der Mi-
schungsbruch Z eingefu¨hrt, der im folgenden Abschnitt erkla¨rt wird. Anschließend
wird kurz der IEM -Ansatz erla¨utert, der die Grundlage des PEuL-Modells bildet.
3.3.1 Skalare Erhaltungsgro¨ße fu¨r nicht-vorgemischte Ver-
brennung
Diﬀusionsﬂammen ko¨nnen als ein Zwei-Strom-Mischungsproblem aufgefasst werden,
bei welchem ein Brennstoﬀ-Massenstrom (Index 1) auf einen Oxidator-Massenstrom
(Index 2) triﬀt. Dieses Stro¨mungsfeld kann in seiner lokalen Zusammensetzung durch
Einfu¨hrung des Mischungsbruches Z, welcher den Brennstoﬀmassenanteil im Stro¨m-
ungsfeld repra¨sentiert, in einfacher Weise beschrieben werden:
Z =
m˙1
m˙1 + m˙2
. (3.57)
Fu¨r das betrachtete Zwei-Strom-System kann fu¨r den Mischungsbruch Z ebenso
folgende Deﬁnition angegeben werden [77]:
Z =
YF
YF,1
= 1− YOx
YOx,2
. (3.58)
Darin entsprechen YF dem Brennstoﬀmassenanteil und YF,1 dem urspru¨nglichen
Massenanteil am Brennstoﬀeinlass, sowie Yox und YOx,2 den korrespondierenden
Gro¨ßen fu¨r den Oxidatormassenanteil. Fu¨r reinen Brennstoﬀ nimmt der Mischungs-
bruch demnach den Wert 1 und fu¨r reinen Oxidator den Wert 0 an.
Unter der Voraussetzung gleicher molekularer DiﬀusionskoeﬃzientenDs fu¨r alle Spe-
zien kann fu¨r den Mischungsbruch eine Transportgleichung hergeleitet werden [84].
Dazu wird die Summe u¨ber alle Erhaltungsgleichungen der Komponenten gebildet.
Die chemischen Quellterme heben sich dann gerade zu Null heraus. Die resultieren-
de Gleichung fu¨r die skalare Gro¨ße Z entha¨lt somit keinen Produktionsterm und ist
vom Konvektions-Diﬀusions-Typ. Anders ausgedru¨ckt wird der Mischungsbruch Z
im Gegensatz zu den chemischen Komponenten nicht von der ablaufenden Reakti-
on beeinﬂusst und dadurch nur durch die Stro¨mung transportiert. Nach der zuvor
beschriebenen Mittelung ergibt sich die folgende gemittelte Transportgleichung fu¨r
den Mischungsbruch:
∂ρZ˜
∂t
+∇ ·
[
ρZ˜v˜
]
= ∇ ·
[
ρD ∇Z˜ − ρv′′Z ′′
]
. (3.59)
Der turbulente Austauschterm wird entsprechend dem Gradientenﬂussansatz und
unter Verwendung der konstant angenommenen turbulenten Schmidt-Zahl Sct ap-
proximiert:
− ρv′′Z ′′ = μt
Sct
∇Z˜ . (3.60)
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Die modellierte Transportgleichung fu¨r den mittleren Mischungsbruch lautet somit:
∂ρZ˜
∂t
+∇ ·
[
ρZ˜v˜
]
= ∇ ·
[(
ρD +
μt
Sct
)
∇Z˜
]
. (3.61)
Unter der Annahme einer Lewis-Zahl gleich eins sind die elementare Zusammenset-
zung und auch die Enthalpie der Gasmischung eine reine Funktion des Mischungs-
bruches Z.
Ist der Mischungsbruch Z bekannt, ko¨nnen nun andere Gro¨ßen, wie die Massen-
bru¨che Ys oder die Temperatur T in Abha¨ngigkeit von Z bestimmt werden. Im Fall
von turbulenter Verbrennung sind diese oftmals stark nicht-lineare Funktionen des
Mischungsbruches. Mittlere Werte der von Z abha¨ngigen Gro¨ßen ko¨nnen u¨ber die
Integration der Wahrscheinlichkeits-Dichte-Funktion des Mischungsbruches P (Z)
berechnet werden:
f˜ =
∫ 1
0
f(Z)P (Z) dZ . (3.62)
Dazu muss der Verlauf von P (Z) bekannt sein. Allerdings ist die Berechnung derPdf
mit großem Aufwand verbunden, so dass statt dessen der Funktionsverlauf oftmals
angenommen wird (engl. presumed Pdf method). Die am ha¨uﬁgsten angewendete
Form fu¨r die Pdf ist die Approximation mit der β-Funktion:
P˜ (Z; Z˜, Z˜ ′′2) =
Zα−1(1− Z)β−1∫ 1
0
Zα−1(1− Z)β−1 dZ fu¨r 0 ≤ Z ≤ 1 (3.63)
mit den Parametern:
α =
Z˜(1− Z˜)− Z˜ ′′2
Z˜ ′′2
Z˜
und β =
Z˜(1− Z˜)− Z˜ ′′2
Z˜ ′′2
(1− Z˜) ,
(3.64)
welche vom mittleren Mischungsbruch Z˜ und dessen Varianz Z˜ ′′2 abha¨ngig sind.
Die β-Funktion liefert eine gute Na¨herung experimenteller Verla¨ufe und ist zugleich
mathematisch gut auswertbar. In Abbildung 3.1 sind einige Verla¨ufe der Pdf fu¨r
ein Z˜ und verschiedene Varianzen Z˜”2 dargestellt. Fu¨r große Varianzen na¨hert sich
die β-Funktion einer Delta-Verteilung, fu¨r kleine Werte hingegen geht sie in eine
Gauß-Verteilung u¨ber.
Die Varianz Z˜ ′′2 des Mischungsbruchs ermo¨glicht statistische Aussagen u¨ber die
Verteilung von Z˜ und kann u¨ber eine Transportgleichung berechnet werden [81]:
∂ρZ˜ ′′2
∂t
+∇ ·
[
ρZ˜ ′′2v˜
]
= ∇ ·
[
ρD ∇Z˜ ′′2 − ρv′′Z ′′2
]
︸ ︷︷ ︸
Diﬀusion
− 2[ρv′′Z ′′] · ∇Z˜︸ ︷︷ ︸
Produktion
− 2ρD (∇Z ′′ · ∇Z ′′)︸ ︷︷ ︸
Dissipation
.
(3.65)
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Abbildung 3.1: Beispielhafter Verlauf der β-Funktion fu¨r ein Z˜ (zet) und verschiedene
Varianzen Z˜ ′′2 (zet2)
Die Terme auf der rechten Seite ko¨nnen in der angegebenen Weise interpretiert wer-
den. Zur Schließung der Gleichung werden die turbulenten Transportterme analog
zu Gleichung (3.60) ausgedru¨ckt:
−ρv′′Z ′′2 = μt
Sct
∇Z˜ ′′2 ,
−ρv′′Z ′′ = μt
Sct
∇Z˜ .
(3.66)
Eine wichtige Rolle bei der Betrachtung turbulenter Diﬀusionsﬂammen spielt die
Modellierung der mittleren skalaren Dissipation 2ρD (∇Z ′′ · ∇Z ′′). Diese wird im
allgemeinen als Funktion der turbulenten Gro¨ßen formuliert:
2ρD (∇Z ′′ · ∇Z ′′) = Czρ 
k
Z˜ ′′2 . (3.67)
Die darin enthaltene Konstante Cz beeinﬂußt maßgeblich die Dissipation des Mi-
schungsbruchs. Fu¨r diese wird entsprechend den Erfahrungen von Sasse [38] der
Wert 2.0 gewa¨hlt.
Fu¨r die modellierte Transportgleichung der mittleren Varianz kann somit:
∂ρZ˜ ′′2
∂t
+∇ ·
[
ρZ˜ ′′2v˜
]
= ∇ ·
[(
ρD +
μt
Sct
)
∇Z˜ ′′2
]
+2
μt
Sct
(
∇Z˜
)2
− Czρ 
k
Z˜ ′′2
(3.68)
geschrieben werden.
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3.3.2 Der Lagrange IEM – Ansatz
Hierbei wird die Entwicklung eines Stro¨mungspartikels in Lagrange-Koordinaten
betrachtet. Die Transportgleichung fu¨r die Massenanteile kann dann in folgender
Form geschrieben werden:
dYs
dt
=
Y˜s − Ys
τt
+ ω˙s . (3.69)
Der erste Term auf der rechten Seite beschreibt die turbulente Mischung und der
zweite Term gibt den chemischen Quellterm wieder. Die Modellierung der turbulen-
ten Mischung erfolgt mit dem IEM -Modell (Interaction-by-Exchange-with-
the-Mean) [85] unter der Annahme, dass sich ein Fluidpartikel der Zusammen-
setzung Ys mit der in der Umgebung vorhandenen mittleren Zusammensetzung Y˜s
innerhalb eines charakteristischen turbulenten Zeitmaßes τt ∼ k/ mischt. Die Inte-
gration der Gleichung (3.69) fu¨r eine genu¨gend große Anzahl von Stro¨mungsteilchen
wu¨rde die Aufstellung gemittelter Bilanzgleichungen vermeiden, erfordert aber ei-
ne hohe Rechenleistung. Dieser Ansatz wird u. a. bei den Pdf-Methoden [79, 80]
genutzt.
Stattdessen wird eine Kombination aus Euler’scher und Lagrange’scher Betrach-
tungsweise angewendet. Die Berechnung des konvektiven und turbulenten Trans-
portes der reaktiven Fluidpartikel erfolgt in Euler’schen Koordinaten mit den ge-
mittelten Bilanzgleichungen, wohingegen sich der momentane Quellterm aus der
Lagrange’schen Formulierung berechnet. Dies erfordert eine geeignete Verbindung
beider Sichtweisen.
Dazu wird fu¨r den Mischungsbruch Z eine Gleichung entsprechend Gleichung (3.69)
aufgestellt, welche dann keinen Quellterm mehr entha¨lt. Die sich aus der Division
der beiden Gleichungen ergebende Beziehung:
dYs
dZ
=
(Y˜s − Ys) + τt ω˙s
(Z˜ − Z) (3.70)
beschreibt dann die Entwicklung eines Stro¨mungsteilchen im Phasenraum (und nicht
mehr im physikalischen Raum) in Abha¨ngigkeit von turbulenter Mischung und che-
mischen Reaktionen.
Basierend auf diesem Ansatz ergeben sich verschiedene Verbrennungsmodelle, u. a.
das von Borghi [39] vorgeschlagene und von Vervisch [40] erweiterte PEuL-Modell.
3.3.3 Das ’Probalistic Euler Lagrangian’ – Verbrennungs-
modell
Die A¨nderung eines Fluidteilchens kann unter der Voraussetzung konstanter mitt-
lerer Zusammensetzung Y˜s und turbulenter Mischungszeit τt durch Integration von
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Gleichung (3.69) beschrieben werden. Im nicht-homogenen Stro¨mungsfeld einer Dif-
fusionsﬂamme unterliegen jedoch alle Gro¨ßen turbulenten Schwankungen, so dass
sich eine Vielzahl von Integrationspfaden nicht nur im Phasenraum sondern auch
im physikalischen Raum ergibt. Das PEuL-Modell verwendet nun die Information
u¨ber die Turbulenz der Stro¨mung an einem Ort, wobei die A¨nderung eines schwan-
kungsbehafteten Stro¨mungspartikels nur noch im Phasenraum und nicht mehr im
physikalischen Raum betrachtet wird.
In der Umgebung eines bestimmten Ortes werden die Fluidteilchen stark von der lo-
kalen Mischung und den chemischen Bedingungen beeinﬂusst, welche durch τt, Z˜ und
Y˜s beschrieben werden. Aufgrund der unterschiedlichen Herkunft der Partikel, zum
Beispiel Brennstoﬀ- oder Oxidatoreinlass, kann ihre momentane Zusammensetzung
Ys von der mittleren Zusammensetzung Y˜s abweichen. Da jedoch die Vorgeschichte
der Teilchen im physikalischen Raum von untergeordneter Bedeutung ist, kann Glei-
chung (3.70) mit den vorliegenden Werten von τt, Z˜ und Y˜s lokal gelo¨st werden. Die
Integration von Gleichung (3.70) beginnt an den Eintrittsra¨ndern mit den Startwer-
ten fu¨r den Brennstoﬀ (Z = 1, YOx = 0) und den Oxidator (Z = 0, YOx = YOx,0)
und erfolgt bis zum Erreichen den Zielwertes Z = Z˜. Die Lo¨sung fu¨hrt zu einer
Verteilung Ys(Z), welche nur von den lokalen Werten von τt, Z˜ und Y˜s abha¨ngig
ist. Abweichungen von dieser Verteilung ko¨nnen sich aufgrund der unterschiedli-
chen Herkunft der Partikel ergeben und mu¨ssen bei der Lo¨sung beru¨cksichtigt wer-
den. Als Randpfade der Integration ergeben sich die reine Mischung ohne jegliche
chemische Reaktion und der Pfad einer unendlich schnell verlaufenden Chemie. In
Abbildung 3.2 sind diese drei charakteristischen Integrationspfade im Phasenraum
dargestellt. Darin entspricht die Linie L(1) der reinen Mischung und die Linie L(2)
Z
Y
1
P(Y    ,Z)
ZY
0
unendlich schnelle Chemie L
reine Mischung L
endliche schnelle Chemie L
Ox
Ox max 1
~
Zst
(1)
(2) (3)
YOx
~
Abbildung 3.2: Integrationspfade eines Fluidpartikels im Phasenraum
der unendlich schnellen Chemie. Die Linie L(3) gibt die wahrscheinliche Lo¨sung der
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Integration bei endlich schnell verlaufender Chemie wieder.
Durch Kombination dieser im weiteren kurz erla¨uterten charakteristischen Integra-
tionspfade na¨hert das PEuL-Modell den Verbrennungsprozess an:
• Reine Mischung L(1): Die chemischen Zeitskalen sind verglichen mit der Mi-
schungsgeschwindigkeit so groß, dass die Reaktionen vernachla¨ssigt werden
ko¨nnen (τc  τt).
• Unendlich schnelle Chemie L(2): Die chemischen Zeitskalen sind sehr klein im
Vergleich zu denen der Mischung; die chemischen Reaktionen ﬁnden unendlich
schnell statt (τc  τt).
• Endlich schnelle Chemie L(3): Die Zeitskalen von Chemie und Mischung sind
von gleicher Gro¨ßenordnung, so dass sich die chemischen Reaktionen und die
turbulente Mischung gegenseitig beeinﬂussen (τc ≈ τt).
Ein-Schritt-PEuL Modell fu¨r die Wasserstoﬀ-Sauerstoﬀ Verbrennung
Das PEuL-Modell beruht auf der Annahme, dass die mittlere Zusammensetzung Y˜s
und der mittlere chemische Quellterm ω˙s durch eine vereinfachte Form der Wahr-
scheinlichkeits-Dichte-Funktion aus Gleichung (3.56) ausgedru¨ckt werden kann. Die
Verwendung einer globalen 1-Schritt-Reaktion verringert die zur Darstellung des
Systems notwendige Anzahl an Parametern. Die Wasserstoﬀ-Sauerstoﬀ Verbren-
nung:
H2 +
1
2
O2 −→ H2O (3.71)
kann somit durch den Mischungsbruch Z und den Oxidatormassenbruch YO2 voll-
sta¨ndig beschrieben werden [38, 81]. Das in Gleichung (3.71) auf eine Reaktion redu-
zierte Schema der H2 −O2 - Verbrennung wurde von Marathe et al. [86] hergeleitet
und ist in Anhang B beschrieben.
Die mehrdimensionale Pdf (3.56) reduziert sich dadurch auf zwei Dimensionen,
so dass sich der mittlere Massenbruch des Oxidators und der mittlere chemische
Quellterm durch:
Y˜O2 =
∫ 1
0
∫ 1
0
YO2 P (Z, YO2) dZdYO2 (3.72a)
ω˙O2 =
∫ 1
0
∫ 1
0
ω˙O2(Z, YO2)P (Z, YO2) dZdYO2 (3.72b)
berechnen lassen. Einfu¨hren der marginalen β-Pdf fu¨r den Mischungsbruch und der
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bedingten Pdf fu¨r den Oxidatormassenbruch fu¨hrt auf:
Y˜O2 =
∫ 1
0
[∫ 1
0
YO2 P (YO2 |Z) dYO2
]
P (Z) dZ (3.73a)
und ω˙O2 =
∫ 1
0
[∫ 1
0
ω˙O2(YO2 |Z)P (YO2 |Z) dYO2
]
P (Z) dZ . (3.73b)
Ausserhalb der Pfade L(l) ist die bedingte Pdf P (YO2 |Z) gleich Null. Desweiteren
kann davon ausgegangen werden, dass sich die Pdf entlang der Pfade L(l) nicht
a¨ndert. Dies gilt unter der Annahme, dass die Partikel die individuellen Pfade im
Phasenraum nicht verlassen. Somit liegt entlang der drei Linien eine konstante Wahr-
scheinlichkeitsdichte α(l) vor und fu¨r die bedingte Wahrscheinlichkeit kann:
P (YO2 |Z) =
3∑
l=1
α(l)δ(y
(l)
O2
(Z)− ψO2) (3.74)
geschrieben werden. Unter Verwendung von Gleichung (3.74) ergeben sich damit fu¨r
die mittleren Gro¨ßen von Oxidatormassenbruch und chemischen Quellterm:
Y˜O2 =
3∑
l=1
α(l)
∫ 1
0
y
(l)
O2
(Z)P (Z)dZ =
3∑
l=1
α(l)y˜
(l)
O2
(3.75a)
und ω˙O2 =
3∑
l=1
α(l)
∫ 1
0
ω˙
(l)
O2
(Z)P (Z)dZ =
3∑
l=1
α(l)ω˙
(l)
O2
. (3.75b)
Darin entsprechen y
(l)
O2
und ω˙
(l)
O2
den momentanen Werten von Oxidatormassenbruch
und Quellterm auf der Linie l und y˜
(l)
O2
und ω˙
(l)
O2
den entsprechenden gemittelten
Gro¨ßen. Die Herleitung der unbekannten Wahrscheinlichkeitsdichte α(l) erfolgt nach
den von Vervisch [40] formulierten Bedingungen:
1. Die Summe der Koeﬃzienten α ist gema¨ß der mathematischen Deﬁnition der
Pdf gleich Eins: ∫ 1
0
P (YO2 |Z)dYO2 =
3∑
l=1
α(l) = 1 . (3.76)
2. Die Integration u¨ber die Verbund-Pdf fu¨hrt auf den mittleren Oxidatormas-
senbruch Y˜O2 (vgl. Gleichung (3.75a)).
3. Es ist unphysikalisch anzunehmen, dass alle drei Pfade L(l) zugleich ausgewer-
tet werden. Somit ist die Wahrscheinlichkeitsdichte fu¨r einen der Randpfade
(reine Mischung, L(1), oder schnelle Chemie, L(2)) gleich Null.
Fu¨r den Fall Y˜O2 > y˜
(3)
O2
wird die chemische Reaktion durch die Reaktionskine-
tik (Pfad L(3)) u¨berscha¨tzt. Die Kombination erfolgt mit dem Mischungspfad
L(1):
⇒ α(2) = 0 .
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Fu¨r den Fall Y˜O2 < y˜
(3)
O2
wird die chemische Reaktion durch die Integration
entang des Pfades L(3) unterscha¨tzt. Die Kombination erfolgt mit dem Pfad
L(2) fu¨r die schnelle Chemie:
⇒ α(1) = 0 .
Berechnung von y
(l)
O2
und ω˙
(l)
O2
entlang der Integrationspfade L(l)
Die Berechnung von Y
(l)
O2
und ω˙
(l)
O2
entlang der Pfade L(l) erfolgt generell durch Inte-
gration der Gleichung 3.70. Im Einzelnen werden dazu unterschiedliche Annahmen
hinsichtlich der turbulenten und chemischen Zeitskalen getroﬀen und die Diﬀeren-
tialgleichung somit an die physikalischen Vorga¨nge angepasst. Im folgenden werden
die unterschiedlichen Vorgehensweisen der drei betrachteten Fa¨llen kurz skizziert:
Reine Mischung L(1): Dieser Pfad wird durch die reine turbulente Mischung
bestimmt, wobei die Annahme zugrunde liegt, dass die Mischungsgeschwindigkeit
gegenu¨ber der Reaktionsgeschwindigkeit unendlich groß ist. Gleichung 3.70 verein-
facht sich dadurch zu:
dYO2
dZ
=
(Y˜O2 − YO2)
(Z˜ − Z) . (3.77)
Diese Diﬀerentialgleichung beschreibt eine gerade Linie zwischen den Mittelwerten
(Z˜, Y˜O2) und den jeweiligen Randwerten auf der Brennstoﬀseite (Z = 1, YO2 =
YO2,1 = 0) und der Oxidatorseite (Z = 0, YO2 = YO2,0). Die Integration der Diﬀeren-
tialgleichung liefert dann mit den genannten Randwerten fu¨r die beiden Seiten um
die Mittelwerte:
• fu¨r 0 < Z < Z˜
Y
(1)
O2
=
(
Y˜O2 − YO2,0
) Z
Z˜
+ YO2,0 (3.78)
• fu¨r Z˜ < Z < 1
Y
(1)
O2
=
(
YO2,1 − Y˜O2
) Z − Z˜
1− Z˜ + Y˜O2 . (3.79)
Der Quellterm ω˙1O2 berechnet sich dann nach Gl. (3.73b). Sasse [38] und Melen [81]
weisen in ihren Arbeiten auf die Bedeutung der Berechnung dieses Terms hin, da
dieser maßgeblich fu¨r die Selbstentzu¨ndung durch die lokale Temperaturerho¨hung
in einem U¨berschallregime verantwortlich ist.
Unendlich schnelle Chemie L(2): In diesem Fall wird eine Gleichgewichtsche-
mie betrachtet, bei welcher die chemischen Reaktionen unendlich schnell ablaufen.
Die Berechnung erfolgt durch Betrachtung von Gleichung (3.69). Der Quellterm ω˙s
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la¨sst sich jedoch aus dieser Formulierung nicht direkt bestimmen.
Ausgehend von den Lagrange’schen Gleichungen fu¨r den Massenanteil und den Mi-
schungsbruch kann nach einigen Umformungen folgende Beziehung
ω˙(2)s =
dY
(2)
s
dZ(2)
Z˜ − Z(2)
τY
− Y˜s − Y
(2)
s
τY
(3.80)
fu¨r den chemischen Quellterm hergeleitet werden.
Bei dieser Betrachtung wird die chemische Reaktion durch die jeweils unterrepra¨sen-
tierte Spezies bestimmt:
• Fu¨r Z < Zst bestimmt der Brennstoﬀ die Reaktion:
Y
(2)
H2
=
dY
(2)
H2
dZ(2)
= 0. ⇒ ω˙(2)H2 = −
Y˜H2
τY
. (3.81)
Somit ergibt sich fu¨r den Oxidatorquellterm:
ω˙
(2)
O2
= ω˙
(2)
H2
rst = − Y˜H2
τt
mst . (3.82)
Darin entspricht mst =
MH2
2MO2
dem sto¨chiometrischen Massenverha¨ltnis der be-
trachteten Wasserstoﬀ-Sauerstoﬀ-Reaktion (siehe dazu auch Anhang B). Fu¨r
den Oxidatormassenanteil kann dann:
Y
(2)
O2
= (Zst − Z˜)(YH2,0mst + YO2,0) (3.83)
geschrieben werden.
• Fu¨r Z ≥ Zst bestimmt der Oxidator die Reaktion:
Y
(2)
O2
=
dY
(2)
O2
dZ(2)
= 0. ⇒ ω˙(2)O2 = −
Y˜O2
τY
. (3.84)
Zur Lo¨sung der Gleichungen ist es notwendig, die charakteristische Zeit τY anzuge-
ben. Im hier angewandten Fall wird diese proportional zur charakteristischen Zeit
der Turbulenz gesetzt:
τY ∼ k

⇒ τY = 2
Cz
k

. (3.85)
Entsprechend den Ausfu¨hrungen von Melen [81] wird der Proportionalita¨tsfaktor 2
Cz
benutzt.
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Endlich schnelle Chemie L(3): Entlang dieses Pfades wird angenommen, dass
die charakteristische chemische Reaktionszeit in der Gro¨ßenordnung der charakte-
ristischen Zeit der turbulenten Mischung liegt:
τc ≈ τt . (3.86)
Der momentane Quellterm wird mit einem chemischen Reaktionsmechanismus be-
stimmt. Da der Reaktionsterm ω˙
(3)
O2
wa¨hrend der Integration von Gleichung (3.70)
ausgewertet wird, kommt ein reduzierter Mechanismus zur Anwendung, um den Re-
chenaufwand zu minimieren. Es wird hier die 1-Schritt-Reaktion von Marathe et
al. [86] (s. a. Anhang B) benutzt, welche auch von Melen [81] und Sasse [38] erfolg-
reich angewendet wurde.
Gleichung (3.70) stellt aufgrund des chemischen Quellterms eine steife Diﬀerential-
gleichung dar, die besondere Anforderungen an die numerische Integration stellt.
Einzelheiten dazu und zur Berechnung der aktuellen Werte von ω˙
(3)
O2
und Y
(3)
O2
sind
in Kapitel 4.4 dargestellt.
3.4 Anfangs- und Randbedingungen
Die Lo¨sung der in den vorangegangenen Abschnitten beschriebenen partiellen Diﬀe-
rentialgleichungen erfordert die Vorgabe sinnvoller Anfangs- und Randbedingungen.
Diese ha¨ngen stark vom betrachteten Stro¨mungsproblem ab.
Im Rahmen dieser Arbeit werden ausschließlich stationa¨re Probleme betrachtet. Die
Startwertverteilung wird daher so gewa¨hlt, dass sie mo¨glichst nahe an der zu er-
wartenden Lo¨sung liegt. Die Wahl der Startwertverteilung ist unter Stabilita¨ts- und
Konvergenzkriterien zu treﬀen. Eine ungu¨nstige Startwertverteilung kann zu Kon-
vergenzschwierigkeiten und fehlerhaften Ergebnissen fu¨hren. Bei den in dieser Arbeit
vorgestellten Rechnungen mit dem PEuL – Modell hat es sich als hilfreich erwiesen,
als Startwertverteilung die konvergente Lo¨sung einer vorangegangenen Berechnung
ohne Reaktionsmodell zu wa¨hlen.
Neben den Anfangsbedingungen mu¨ssen an den Grenzen des Berechnungsgebietes
Randbedingungen aufgepra¨gt werden, wobei zwischen Ein- und Ausstro¨mra¨ndern
und stro¨mungsfu¨hrenden Ra¨ndern unterschieden wird. U¨ber die Ein- und Ausstro¨m-
ra¨nder wird dabei der Stro¨mungszustand festgelegt [35]. Bei der Wahl der Randbe-
dingungen ist es wichtig, dass sie reﬂektionsfrei implementiert werden und somit
keine Sto¨rungen in das Berechnungsgebiet einbringen. Zudem ist es notwendig, die
physikalisch korrekte Anzahl an Randbedingungen vorzugeben, damit das zu lo¨sen-
de Diﬀerentialgleichungssystem mathematisch nicht u¨ber- oder unterbestimmt ist.
Grundlage fu¨r die Bestimmung der Randbedingungen bildet die Charakteristiken-
theorie [46, 87]. Aus einer Linearisierung der Erhaltungsgleichungen und einer Trans-
formation in die charakteristischen Variablen la¨sst sich aus dem Vorzeichen der Ei-
genwerte bzw. aus der Richtung der Charakteristiken die Anzahl der vorzuschreiben-
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den Randbedingungen bestimmen [36]. Jede in das Berechungsgebiet hineinlaufen-
de Charakteristik erfordert eine vorzugebende Randbedingung. Desweiteren ist die
Wahl der Randbedingungen abha¨ngig von der Machzahl. Bei Unterschallstro¨mungen
(Ma < 1.0) verla¨uft eine Charakteristik entgegen der Stro¨mungsrichtung, wohinge-
gen im U¨berschall alle Charakteristiken mit der Stro¨mung laufen. Die sich daraus
ergebenden Vorgaben zur Bestimmung der Randbedingungen sind in der nachfol-
genden Tabelle 3.1 zusammengefasst. In der Auﬂistung wird dabei zwischen Innen-
und Außenstro¨mungen unterschieden. Im weiteren sei auf die Arbeiten von Vornber-
ger [35] und Rick [36] verwiesen, welchen ausfu¨hrlichere Herleitungen zu entnehmen
sind.
Ma < 1.0 Ma > 1.0
Innenstro¨mung pt, Tt, β pt, Tt, p, β Eintritt
p – Austritt
Außenstro¨mung ρ∞, u∞, β ρ∞, u∞, p∞, β Eintritt
p∞ – Austritt
Tabelle 3.1: Auﬂistung der mo¨glichen Randbedingungen nach Rick [36]
Fu¨r die spa¨ter vorgestellten Ergebnisse sind zudem weitere Angaben erforderlich.
Bei der Simulation von Kanalstro¨mungen (vgl. Abschnitt 5.2) ist zumeist die Vor-
gabe einer einlaufenden Grenzschicht notwendig. Dies erfolgt durch Annahme ei-
nes turbulenten Geschwindigkeitsproﬁls bei gegebener Grenzschichtdicke δ nach
Schlichting [57]. Bei der chemischen Zusammensetzung am Eintrittsrand wird davon
ausgegangen, dass sie durch das nachfolgende Stro¨mungsfeld nicht beeinﬂusst wird.
Die Zusammensetzung wird dementsprechend eingefroren und die Massenanteile der
Komponenten am Eintritt durch feste Werte vorgegeben. Die Randbedingungen fu¨r
die turbulenten Transportgro¨ßen werden unter Angabe eines Turbulenzgrades Tu
bestimmt:
k∞ =
3
2
(
Tu v˜2∞
)
, ∞ =
Cμk
3
2∞
lm
. (3.87)
Die in Gleichung (3.87) vorkommende turbulente Mischungsla¨nge lm ha¨ngt dabei
von den geometrischen Gro¨ßen des Anwendungsfalls (z. B. Kanalho¨he) ab. Im Fall
von Eintrittsra¨ndern mit turbulenten Grenzschichten ist die Vorgabe des Proﬁls der
turbulenten kinetischen Energie erforderlich. Dieses wird unter Anwendung des von
Gerlinger [88] vorgeschlagenen Zwei-Schichten Modells bestimmt. Dabei wird das
Proﬁl der Turbulenz in zwei Teilen abha¨ngig vom dimensionslosen Wandabstand y+
vorgegeben:
y+ ≤ 30 : k
u2τ
= min
(
0.1y+
2
,
1√
Cμ
)
,
y+ > 30 : k = a− 3bη2 + 2bη3 ,
(3.88)
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wobei:
a =
u2τ√
Cμ
, b = a− k∞ , η = y − y30
δ − y3 , y30 =
30μW
ρWuτ
. (3.89)
Fu¨r das Eintrittsproﬁl der Dissipationsrate  wird die Beziehung:
 = C
3
4
μ k
3
2
1
lm
+ ∞
y
δ
(3.90)
angesetzt, wobei die mittlere Mischungsla¨nge lm durch:
lm = min (0.41y , 0.09δ) (3.91)
bestimmt wird.
Bei der Behandlung der stro¨mungsfu¨hrenden Ra¨nder ist zu entscheiden, ob der Ein-
ﬂuss der Viskosita¨t vernachla¨ssigt werden kann oder nicht. Bei Euler- oder Sym-
metrierandbedingungen z. B. verschwindet die Normalenkomponente der Geschwin-
digkeit an der Wand, wohingegen die Stokes’schen Haftbedingung alle Geschwindig-
keitskomponenten zu Null vorschreibt. Bei adiabaten Wa¨nden wird zusa¨tzlich der
Wa¨rmestrom normal zur Wand zu Null gesetzt und bei isothermen Wa¨nden wird
eine Temperaturverteilung vorgegeben.
Die Anwendung des zuvor vorgestellten k− – Turbulenzmodells erfordert an festen
Wa¨nden eine besondere Modellierung. Im wandnahen Bereich nehmen die turbu-
lenten Schwankungen deutlich ab, so dass die viskosen Spannungen an Bedeutung
gewinnen. In der viskosen - oder laminaren - Unterschicht ist die molekulare Visko-
sita¨t von gleicher bzw. von gro¨ßerer Ordnung als die turbulente Viskosita¨t.
Aus der Analyse der Geschwindigkeitsverteilung in einer turbulenten Grenzschicht
lassen sich jedoch allg. Wandfunktionen herleiten, um denWandbereich einer solchen
Grenzschicht zu modellieren. Eine solche Geschwindigkeitsverteilung ist in Bild 3.3 in
dimensionslosen Koordinaten und halblogarithmischer Auftragung dargestellt. Aus
A¨hnlichkeitsbetrachtungen einer Schichtenstro¨mung mit vernachla¨ssigbaren Druck-
gradienten im Wandbereich la¨sst sich das universelle logarithmische Wandgesetz:
u+ =
1
κ
ln(y+) + C (3.92)
herleiten [89, 90]. Dieses beschreibt in den charakteristischen Gro¨ßen u+ (dimensi-
onslose Geschwindigkeit) und y+ (dimensionsloser Wandabstand):
u+ =
u˜
uτ
, y+ =
ρ y uτ
μ
(3.93)
das Geschwindigkeitsproﬁl in Wandna¨he. Die dimensionslosen Gro¨ßen werden als
Funktion der Schubspannungsgeschwindigkeit uτ =
√
τw
ρ
in Abha¨ngigkeit der Wand-
schubspannung formuliert. Die in (3.92) eingefu¨hrte Konstante entspricht der von
Karman - Konstante (κ = 0.41).
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Abbildung 3.3: Geschwindigkeitsproﬁl einer turbulenten Grenzschicht
Im Gu¨ltigkeitsbereich des logarithmischen Wandgesetzes ko¨nnen die Reynoldsspan-
nungen als nahezu konstant angenommen werden (τw ≈ −{ρv′′v′′}), d. h. Kon-
vektion und Diﬀusion der turbulenten kinetischen Energie sind vernachla¨ssigbar, so
dass ein lokaler Gleichgewichtszustand zwischen Produktion und Dissipationsrate
vorherrscht. Aufgrund dieser Tatsache gilt:
k =
u2τ√
Cμ
,  =
u3τ
κy⊥
. (3.94)
Fu¨r die Berechnung kompressibler Stro¨mungen wird in dieser Arbeit die nachfolgen-
de Zwei-Punkt Formulierung [36, 38] des logarithmischen Wandgesetzes aus (3.92)
verwendet:
0 < y+ ≤ 11 : u+ = y+ ,
11 < y+ ≤ 300 : u+ = 1
κ
ln(E∗ y+) .
(3.95)
Der darin eingefu¨hrte Wandrauhigkeitsparameter E∗ ≈ 9.0 beschreibt glatte Wa¨nde.
Entsprechend einer Erweiterung nach Viegas et al. [89] zur Beschreibung kompres-
sibler Grenzschichtstro¨mungen wird die Tangentialgeschwindigkeit u˜ aus Gleichung
(3.93) durch eine eﬀektive Geschwindigkeit ueﬀ ersetzt. Diese Geschwindigkeit wird
durch eine van Driest Kompressibilita¨tstransformation unter Vernachla¨ssigung von
Druckgradienten im Wandbereich y+ < 300 normal zur Wand berechnet:
ueﬀ =
∫ u˜
0
(
T˜w
T˜
)1/2
du fu¨r y+ < 300 . (3.96)
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Na¨here Details zur Herleitung logarithmischer Wandfunktionen und zur hier be-
nutzten Formulierung ist den Arbeiten von Rick [36] und Sasse [38] zu entnehmen.
Insgesamt ist die Anwendung des oben beschriebenen logarithmischen Wandgeset-
zes kritisch zu beurteilen. Die Herleitung erfordert notwendige Annahmen, wie zum
Beispiel die Konstanz der wandparallelen Schubspannungen. Diese Bedingung gilt
fu¨r den inneren Bereich der turbulenten Wandgrenzschicht, so dass die ersten Netz-
punkte u¨ber der Wand dort angeordnet sein mu¨ssen. Daraus resultieren gewisse An-
forderungen an die Netzgenerierung hinsichtlich Wandabstand und Orthogonalita¨t
der Gitterlinien in Wandna¨he. Problematisch ist die Verwendung der Wandfunk-
tion auch fu¨r einen großen Bereich von Anwendungsfa¨llen. So verschwindet zum
Beispiel in der Na¨he von Stro¨mungsablo¨sungen die Wandschubspannung (fu¨hrt zu
einer Division durch Null) und die Annahme der vernachla¨ssigbaren Druckgradien-
ten ist meist ebenfalls nicht erfu¨llt. Dennoch ist die Anwendung des Wandgesetzes
zur Berechnung turbulenter Wandgrenzschichten akzeptabel, da die die Gu¨ltigkeit
einschra¨nkenden Pha¨nomene zumeist lokal begrenzt sind und im Falle dieser Arbeit
die untersuchten Stro¨mungen nicht beeinﬂussten. Zudem wird durch die Verwen-
dung von Wandfunktionen die rechenzeit- und speicherplatzintensive Auﬂo¨sung der
viskosen Unterschicht, wie zur Anwendung von Low Reynoldsnumber – Modellen
notwendig sind, vermieden.
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3.5 Zusammenfassung des Modells
Die Gleichungen des verwendeten Berechnungsmodells fu¨r turbulente und reaktive
Stro¨mungen lassen sich in folgender Form zusammenfassen:
∂U
∂t
+∇ · (F konv − F diﬀ ) = Q (3.97)
darstellen. Die numerische Diskretisierung des Gleichungssystems (3.97) wird im
na¨chsten Kapitel vorgestellt. Die Komponenten des Bilanzvektors U , des konvekti-
ven Flussvektors F konv , des diﬀusiven Flussvektors F diﬀ und des Quelltermvektors
Q ergeben sich aus den Gleichungen der vorangegangenen Abschnitte:
U =
[
ρ, ρv˜, ρE˜, ρk, ρs, ρZ˜, ρZ˜ ′′2, ρY˜O2
]T
, (3.98)
F konv =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ρv˜
ρv˜v˜ + ptδ
(ρE˜ + pt)v˜
ρv˜k
ρv˜s
ρZ˜v˜
ρZ˜ ′′2v˜
ρY˜O2v˜
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, F diff =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0
τ t
τ t · v˜ + μk ∇k + (ρD + μt
Prt
)∇h˜
μk ∇k
μ∇s
(ρD +
μt
Sct
)∇Z˜
(ρD +
μt
Sct
)∇Z˜ ′′2
(ρD +
μt
Sct
)∇Y˜O2
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (3.99)
Q =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0
0
0
Pk − ρ
C1
s
k
− ρ
2
s
k
(C2 − C3χ)
0
0
ω˙O2
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (3.100)
Die in den einzelnen Komponenten der Vektoren enthaltenen Gro¨ßen stellen sich
wie folgt dar:
pt = p+
2
3
k ,
 = (1 + α1Ma
2
t )s , Mat =
√
2k
a
,
μt = Cμρ
k2

, μk = μ+
μt
σk
, μ = μ+
μt
σ
,
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Pk =
(
{μtS˜ − 2
3
ρkδ} : ∇v˜
)
,
S˜ = {∇v˜}+ {∇v˜}T − 2
3
δ (∇ · v˜) ,
χ = {w ·w} : S∗ ,
w =
1
2
k

{{∇v˜} − {∇v˜}T} und S∗ = 1
2
k

{{∇v˜}+ {∇v˜}T} .
Der Gesamtdruck berechnet sich aus der thermischen Zustandsgleichung:
p = ρRT˜ = ρT˜
∑
s
Y˜sRs (3.101)
und die Temperatur ist implizit u¨ber die kalorische Zustandsgleichung e(T ) gegeben.
Die Werte der verschiedenen Konstanten sind in Tabelle 3.2 zusammengestellt.
Cμ C1 C2 C3 σk σ α1 Prt Sct
0.09 1.44 1.92 0.79 1.00 1.30 1.00 0.70 0.70
Tabelle 3.2: Verwendete Modellkonstanten
Kapitel 4
Numerisches Verfahren
Die in dem vorangegangenen Abschnitt vorgestellten Erhaltungsgleichungen stellen
ein System partieller Diﬀerentialgleichungen dar. Diese ko¨nnen in der Regel nicht
mehr analytisch gelo¨st werden. Zur Berechnung dieser Gleichungssysteme werden
deshalb numerische Methoden angewandt.
Man unterscheidet dabei ausgehend von der eingesetzten Diskretisierung zwischen
der Finiten-Differenzen-Methode (FDM), der Finiten-Volumen-Methode
(FVM) und der Finiten-Elemente-Methode (FEM). Allen Verfahren gemein
ist die Annahme, dass bei einer hinreichend genauen Diskretisierung des Berech-
nungsgebietes und einer konsistenten Formulierung des betrachteten Diﬀerential-
gleichungssystems die gena¨herte Lo¨sung gegen die exakte Lo¨sung konvergiert.
Die FDM geht von einer Formulierung der Erhaltungsgleichungen in Divergenzform
aus. Die Diﬀerentialquotienten darin werden direkt durch Diﬀerenzenquotienten aus
Taylorreihenentwickelungen ersetzt. Die Anwendung dieser Methode ist einfach und
eﬀektiv, ist aber auf einfache Geometrien beschra¨nkt.
Die FVM und FEM hingegen gehen von einer integralen Formulierung der Diﬀeren-
tialgleichungen aus, wobei jedoch unterschiedliche Ausgangsformen der Gleichungen
genutzt werden. Bei den Finiten-Volumen Verfahren werden die Flussbeitra¨ge
der Kontrollvolumina Ω u¨ber Oberﬂa¨chenintegrale bestimmt:∫
Ω
∂U
∂t
dΩ +
∫
Γ
F n◦ΓdΓ = 0 . (4.1)
Die Kontrollvolumina werden dabei um die Knoten der Diskretisierung gelegt. Durch
die Auswerung der Flu¨sse u¨ber die Bilanzgrenzen ist das Verfahren eng mit der be-
trachteten Physik verknu¨pft. Nachteil des Verfahrens ist, dass neben der Integration
zur Berechnung der Flu¨sse eine Interpolation der Knotenwerte auf die Bilanzgrenzen
notwendig ist, wodurch die Anwendung von Schemata ho¨herer als 2. Ordnung nur
schwierig zu realisieren ist.
Das Finite-Elemente Verfahren geht von einer Integralformulierung der Diver-
genzform der Erhaltungsgleichungen aus, multipliziert mit einer Wichtungsfunktion
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Ψ und einer anschließenden partiellen Integration in die schwache Formulierung :∫
Ω
Ψ
∂U
∂t
dΩ−
∫
Ω
∇Ψ · F dΩ +
∫
Γ
ΨF dΓ = 0 , (4.2)
Dabei muss Gleichung (4.2) a¨quivalent fu¨r beliebige Ψ erfu¨llt sein. Hauptunterschied
der FEM zu den FDM und FVM ist, dass ein funktionaler Zusammenhang fu¨r das
gesamte Berechnungsgebiet gegeben wird, d. h. bei bekannten Knotenwerten einer
Gro¨ße diese auch an jedem beliebigen Punkt bestimmt ist.
Die beiden letztgenannten Verfahren lassen die Berechnung auf unstrukturierten
Gittern zu. Durch die Mo¨glichkeit der automatischen Gittergenerierung und der
Netzadaption ko¨nnen auch komplexe Geometrien modelliert werden. Eine umfas-
sendere Einteilung und Bewertung der drei unterschiedlichen Verfahren ist der ein-
schla¨gigen Literatur u¨ber Computational Fluid Dynamics (CFD), zum Beispiel
Ferziger und Peric´ [91] oder Anderson [92].
In diesem Kapitel werden die Grundlagen der in der vorliegenden Arbeit verwen-
deten Finite-Elemente-Methode zur numerischen Berechnung der Erhaltungs-
gleichungen vorgestellt. Diese beruhen auf den Entwicklungen von Vornberger [35],
Rick [36], Reinartz [37] und Sasse [38].
4.1 Finite-Elemente Approximation
Zur Integration der Erhaltungsgleichungen erfolgt eine Diskretisierung des Berech-
nungsgebietes Ω in nicht u¨berlappende ﬁnite Teilgebiete Ωe. In der Stro¨mungsmech-
anik ﬁnden dafu¨r in der Regel Dreieck- und Rechteckelemente (2D) bzw. Tetraeder-
und Quaderelemente (3D) Anwendung. Die nachfolgenden Ausfu¨hrungen beschra¨n-
ken sich auf die zweidimensionalen Elementtypen. Eine U¨bertragung der Herleitun-
gen auf dreidimensionale Elemente ist durch entsprechende Erweiterungen mo¨glich.
Die Integration der Gleichungen u¨ber ein Element erfordert eine Anna¨herung des ge-
suchten Funktionsverlaufes u¨ber das Element. Fu¨r Stro¨mungsberechnungen werden
in der Regel lineare Ansa¨tze verwendet, so zum Beispiel:
fu¨r Dreieckelemente: u(x, y) = c0 + c1x+ c2y
fu¨r Rechteckelemente: u(x, y) = c0 + c1x+ c2y + c3xy .
(4.3)
Eine a¨quivalente Darstellung kann durch die Verknu¨pfung von Ansatzfunktionen NJ
mit den diskreten Lo¨sungsfunktionen Uˆ an den Knoten J des betrachteten Elemen-
tes hergestellt werden. Die Verwendung der Ansatzfunktionen fu¨hrt dazu, dass die
gesuchte Funktion U durch die Summation u¨ber alle Knoten nK des Berechnungs-
gebietes Ω, gekennzeichnet durch den Index J in Großbuchstaben:
U ≈ Uˆ =
nK∑
J=1
NJUJ (4.4)
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ausgedru¨ckt werden kann. Aufgrund der Finite-Elemente-Formulierung ist die Funk-
tion NJ fu¨r einen globalen Knoten J nur dann gleich Eins, wenn der Knoten im
betreﬀenden Element vorhanden ist.
NJ =
{
1 fu¨r (x, y) = (x, y)J
0 fu¨r (x, y) = (x, y)J .
(4.5)
Auf Elementebene betrachtet ergibt sich fu¨r die Na¨herungsfunktion Uˆ durch Sum-
mation u¨ber die lokalen Knoten j (in Kleinbuchstaben) des Elementes:
Uˆ =
nK,el∑
j=1
NjU j . (4.6)
Abbildung 4.1 zeigt beispielhaft die Verla¨ufe der lokalen Ansatzfunktionen Nj fu¨r
jeden der Knoten i, j, k eines Dreieckelementes. Daraus ergibt sich fu¨r einen an-
1
j
i
k1
j
i
k
1
j
i
k
Abbildung 4.1: Verlauf der lokalen Ansatzfunktionen Nj fu¨r jeden der Knoten i, j, k in
einem Dreieckelement
genommenen Funktionsverlauf die entsprechende Approximation durch lineare An-
satzfunktionen u¨ber zwei Dreieckelemente, wie sie in Abb. 4.2 dargestellt ist. Zur
besseren U¨bersicht ist der Funktionsverlauf mit einer durchgezogenen Linie darge-
stellt und der Na¨herungsverlauf mit einer gestrichelten Linie und grau schattiert
eingefasst.
Die Ansatzfunktionen werden i. a. in kartesischen Koordinaten (x, y) formuliert. Da
diese hinsichtlich der notwendigen Integration als problematisch zu betrachten sind,
erfolgt eine Transformation der betrachteten Elemente auf das jeweilige unverzerrte
Einheitselement, in welchem die Ansatzfunktionen Ni in natu¨rlichen Koordinaten
(ξ, η) recht einfach angegeben werden ko¨nnen. Die Transformation selbst erfolgt
wiederum durch Formfunktionen. Werden diese entsprechend den Ansatzfunktio-
nen gewa¨hlt, bezeichnet man den Elementtyp als isoparametrisch [93]. Die Gebiets-
transformation ist fu¨r ein lineares isoparametrisches Dreieckelement in Abb. 4.3
dargestellt.
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Abbildung 4.2: Angenommener Funktionsverlauf (durchgezogene Linie) und lineare Ap-
proximation (gestrichelte Linie) u¨ber zwei Dreieckelemente
j
i
k
x
y
3
21
1
η
ξ1
Abbildung 4.3: Gebietstransformation eines linearen isoparametrischen Dreieckelemen-
tes
Als Abbildungsvorschrift gilt mit N1 = 1− ξ − η, N2 = ξ und N3 = η :
x = x1 + (x2 − x1)ξ + (x3 − x1)η
y = y1 + (y2 − y1)ξ + (y3 − y1)η .
(4.7)
Mit Hilfe der Jacobi-Matrix der Transformation:
{J} =
[
∂ξx ∂ξy
∂ηx ∂ηy
]
=
[
x2 − x1 y2 − y1
x3 − x1 y3 − y1
]
(4.8)
lassen sich die Ableitungen in natu¨rlichen Koordinaten in kartesische Koordinaten
u¨berfu¨hren:
∂xi = {J}−1 ∂ξj . (4.9)
Die Funktionaldeterminante fu¨r die Jacobi-Matrix aus Gleichung (4.8) ergibt zu:
det{J} = [(x2 − x1)(y3 − y1)− (x3 − x1)(y2 − y1)] = 2A . (4.10)
4.2. METHODE DER GEWICHTETEN RESIDUEN 53
Fu¨r das lineare Dreieckelement entspricht die Determinante der doppelten Element-
ﬂa¨che. Die Jacobi-Determinante beschreibt die Verzerrung des urspru¨nglichen Ele-
mentes in kartesischen Koordinaten [94] und wird zur Integration in natu¨rlichen
Koordinaten beno¨tigt:
dΩ = det{J}dξdη . (4.11)
Eine entsprechende Herleitung fu¨r Rechteckelemente ﬁndet sich in der Arbeit von
Reinartz [37].
4.2 Methode der gewichteten Residuen
Nach Lo¨hner [95] la¨sst sich die Methode der gewichteten Residuen wie folgt be-
schreiben: Eine Funktion u(x) wird im betrachteten Rechengebiet Ω durch bekannte
Ansatzfunktionen N j und einen Satz freier Parameter aj approximiert:
u(x) ≈ uh(x) = N j(x)aj ; j = 1, 2, . . . ,m . (4.12)
Das Problem, welches sich nun stellt, ist die Wahl der unbekannten Parameter ai.
Bildet man nun die Diﬀerenz zwischen exakter und der Na¨herungslo¨sung, ergibt sich
ein gewisser Fehler εh = u−uh, welcher umso kleiner wird, je genauer die Na¨herung
im Lo¨sungsgebiet Ω ist:
εh(x) −→ 0 , x ∈ Ω . (4.13)
Um diese Bedingung zu erfu¨llen, fordert die Methode der gewichteten Residuen
nun, dass das Integral des Fehlers multipliziert mit gewissen Wichtungsfunktionen
W i u¨ber das Lo¨sungsgebiet Ω:∫
Ω
W iεhdΩ = 0 , i = 1, 2, . . . ,m , (4.14)
verschwindet. Erga¨nzt man nun die Beziehung fu¨r uh aus (4.12) erha¨lt man:∫
Ω
W i(u−N jaj)dΩ = 0 , i = 1, 2, . . . ,m . (4.15)
Mit einem gegebenen Satz von Ansatz- und Wichtungsfunktionen folgt nun fu¨r
m → ∞, dass der Fehler εh die Bedingung aus (4.13) erfu¨llt und somit die Approxi-
mation sich der exakten Lo¨sung na¨hert. Die geeignete Wahl der Wichtungsfunktio-
nen bestimmt nun die Lo¨sungsmethode. Werden diese gleich den Ansatzfunktionen
gewa¨hlt:
W i = N i , (4.16)
ergibt sich das hier angewandte Verfahren nach Galerkin. Aus Gleichung (4.15) folgt
somit die Beziehung:∫
Ω
N i(u−N jaj)dΩ = 0 , i = 1, 2, . . . ,m , (4.17)
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welche sich auch in Matrixform schreiben la¨sst:{∫
Ω
N iN jdΩ
}
aj =
∫
Ω
N iu dΩ
M · a = r .
(4.18)
Darin istM die aus der Strukturmechanik bekannte konsistente Massenmatrix, oder
auch Elementmassenmatrix, auf die im weiteren noch na¨her eingegangen wird.
Das Galerkin-Verfahren kann nun zusammen mit der zuvor vorgestellten Finiten-
Elemente Approximation auf die in Abschnitt 3.5 zusammengefassten Erhaltungs-
gleichungen angewendet werden. Nach Morgan und Peraire [96] fu¨hrt dies zu:
∫
Ω
∂Uˆ
∂t
NdΩ +
∫
Ω
∇ ·
(
Fˆ
konv − Fˆ diﬀ
)
NdΩ =
∫
Ω
QˆNdΩ . (4.19)
Durch partielle Integration mit Hilfe des Green’schen Integralsatzes la¨sst sich Glei-
chung (4.19) in die als schwache Form bezeichnete Formulierung u¨berfu¨hren:
∫
Ω
∂Uˆ
∂t
NdΩ =
∫
Ω
(
Fˆ
konv − Fˆ diﬀ
)
· ∇N dΩ
−
∫
Γ
(
Fˆ
konv − Fˆ diﬀ
)
·N n◦Γ dΓ +
∫
Ω
QˆNdΩ .
(4.20)
Hierbei entfa¨llt die Diﬀerentiation der Flussterme F konv und F diﬀ und es entsteht
ein zusa¨tzliches Integral u¨ber den Rand des betrachteten Rechengebietes. Darin tritt
der nach außen gerichtete Normalenvektor n◦Γ auf. Diese Formulierung reduziert die
Anforderung an die Glattheit der Lo¨sung U auf Kosten der Stetigkeitsanforderung
bei den Wichtungsfunktionen [35].
Da nur die Ansatz- und Wichtungsfunktionen im betrachteten Element ungleich Null
sind, lassen sich die Gesamtintegrale in eine Summation u¨ber Element-Integrale um-
formen, wobei die Integrationsgrenzen vom Gesamtgebiet Ω bzw. dem Gebietsrand
Γ auf die Elementﬂa¨chen Ωe und deren Rand Γe u¨bergehen:
∑
e
∫
Ωe
∂Uˆ
∂t
NdΩe =
∑
e
∫
Ωe
(
Fˆ
konv − Fˆ diﬀ
)
· ∇N dΩe
−
∑
e
∫
Γe
(
Fˆ
konv − Fˆ diﬀ
)
·N n◦Γe dΓe +
∑
e
∫
Ωe
QˆNdΩe .
(4.21)
Mit der elementweisen Betrachtung werden aus den globalen Ansatz- und Wich-
tungsfunktionen nun lokale Funktionen NI → Ni. Erga¨nzt man Geichung (4.6) in
4.2. METHODE DER GEWICHTETEN RESIDUEN 55
Gleichung (4.21), erha¨lt man:
∑
e
nK,el∑
i=1
∫
Ωe
NiNjdΩe
∂U j
∂t
∣∣∣∣∣
nK,el
j=1
=
∑
e
nK,el∑
i=1
∫
Ωe
Ni∇Nj dΩe
(
F konv − F diﬀ )
j
∣∣∣∣∣
nK,el
j=1
+
∑
e
nK,el∑
i=1
∫
Γe
NiNj dΓe
(
F konv − F diﬀ )
j
n◦Γe
∣∣∣∣∣
nK,el
j=1
+
∑
e
nK,el∑
i=1
∫
Ωe
NiNj dΩeQj
∣∣∣∣∣
nK,el
j=1
.
(4.22)
In der Gleichung (4.22) sind die Knotenwerte U j,
(
F konv − F diﬀ )
j
und Qj aus
den Integralen hinaus gezogen, da diese im Integrationsgebiet konstant sind. Die
Integrale ko¨nnen nun durch die in der Finiten-Elemente-Methode typischen
Elementmatrizen ersetzt werden. Fu¨r ein Element kann daher geschrieben werden:
M e
∂U e
∂t
= Ke
(
F konv − F diﬀ )
e
+Be
(
F konv − F diﬀ )
e
n◦Γe +M eQe . (4.23)
Entsprechend der Notation in der Strukturmechanik werden die Matrizen als die
ElementmassenmatrixM e und die ElementsteiﬁgkeitsmatrixKe mit den Eintra¨gen:
M eij =
∫
Ωe
NiNj dΩe und Keij =
∫
Ωe
Ni∇Nj dΩe (4.24)
bezeichnet. Zu beachten ist, dass die Elementsteiﬁgkeitsmatrix entsprechend der Di-
mension des Nabla-Operators ∇ in der jeweiligen Koordinatenrichtung auszuwerten
ist. Die Eintra¨ge der Matrix Be resultieren aus den Integralen u¨ber den Element-
rand, welcher von einer Dimension kleiner ist als das u¨brige Integrationsgebiet. Die
Randintegrale leisten nur einem Beitrag am Rand des Integrationsgebietes; an den
Elementgrenzen im Gebietsinneren heben sie sich gegenseitig auf.
Die Berechnung der Matrizen ist nun nur noch abha¨ngig von der Geometrie und
den Ansatzfunktionen des gewa¨hlten Elementes. Im Falle von Dreiecken mit linea-
ren Ansatzfunktionen ist M e eine fu¨r alle Elemente identische Matrix proportional
zur jeweiligen Elementﬂa¨che. Bei ho¨herwertigen Ansatzfunktionen, wie zum Bei-
spiel in Rechtecken, geht die Elementgeometrie direkt mit ein in die Berechnung der
Matrizen und die Eintra¨ge mu¨ssen fu¨r jedes einzelne Element ermittelt werden.
Aufsummiert u¨ber alle Elemente fu¨hrt Gleichung (4.23) zu einem linearen Glei-
chungssystem der Form:
M
∂U
∂t
= R(U ) (4.25)
mit einer oft du¨nn besetzten Gesamtmassenmatrix M der Ordnung NJ × NJ . Die
rechte Seite von (4.23) ist zu einem gemeinsamen Operator R(U ) zusammengefasst,
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welcher die Produkte aus Steiﬁgkeitsmatrizen und Flussvektoren und Quelltermvek-
tor entha¨lt.
Die konsistente Massenmatrix M fu¨hrt zu einer impliziten Einbeziehung der Nach-
barknoten und erfordert eine iterative Lo¨sung des Gleichungssystems zur Bestim-
mung der Knotenwerte, was wiederum mit einem hohen Speicherplatz- und Rechen-
zeitbedarf verbunden ist [35]. Nach Rick [36] kann man fu¨r stationa¨re Berechnungen
die Matrix M durch eine Diagonalmatrix, der sogenannten Lumped Mass Matrix
oder auch reduzierten Massenmatrix ML, ersetzen. Zur Bildung dieser Matrix wer-
den die Zeileneintra¨ge auf die Hauptdiagonale summiert und die u¨brigen Eintra¨ge
zu Null gesetzt:
MLij
{
=
∑
j
M ij fu¨r i = j
= 0 fu¨r i = j .
(4.26)
Die Matrix ML ist analytisch invertierbar und somit geht (4.25) in ein explizit
lo¨sbares Gleichungssystem:
∂U
∂t
= M−1L R(U ) (4.27)
u¨ber.
4.3 Integrationsverfahren
In dieser Arbeit werden verschiedene Anwendungsfa¨lle vorgestellt und diskutiert,
die sich im mathematischen Sinn in zwei Gruppen unterteilen lassen. Dies sind zum
einen die ebenen Stro¨mungsfa¨lle, welche sich durch das System der Erhaltungsglei-
chungen (3.97) in zwei-dimensionalen kartesischen Koordinaten beschreiben lassen.
Die zweite Gruppe der axialsymmetrischen Stro¨mungen la¨sst sich durch die Erhal-
tungsgleichungen in zwei-dimensionaler Form in Zylinder-Koordinaten erfassen. Die
Notation beider Schreibweisen der Erhaltungsgleichungen ist im Anhang A wieder-
gegeben.
Fu¨r die numerische Behandlung der Erhaltungsgleichungen mu¨ssen die beiden oben
genannten Formen unterschieden werden. Die numerische Integration des Gleichungs-
systems in kartesischen Koordinaten erfolgt mit einem 5-Schritt Galerkin – Runge-
Kutta Verfahren [97, 98]. Dieses ist aufgrund seiner Knoten-zentrierten Formulie-
rung, welche zu Fehlern in den ra¨umlichen Ableitungen an der Rotationsachse fu¨hrt
[99], nicht geeignet zur Integration der Erhaltungsgleichungen in zylindrischen Ko-
ordinaten. Fu¨r diese Fa¨lle kommt ein 2-Schritt Taylor – Galerkin Verfahren [100, 99]
zur Anwendung, welches in seiner Formulierung Element-zentriert ist. Im folgenden
werden beide Integrationsmethoden kurz vorgestellt. Ausfu¨hrlichere Erla¨uterungen
ﬁnden sich zum Beispiel bei Rick [36].
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4.3.1 Galerkin – Runge-Kutta Verfahren
Zur Lo¨sung des linearen Gleichungssystems (4.27) fu¨r ebene Anwendungsfa¨lle wird
ein explizites 5-Schritt Runge-Kutta Zeitschrittverfahren nach Jameson [97] in Ver-
bindung mit der zuvor vorgestellten Galerkin Residuen Methode angewendet. Das
Verfahren wurde von Mavriplis [98] auf die Finite-Elemente-Methode u¨bertra-
gen. Die Berechnungsvorschrift angewendet auf (4.27) lautet:
U
(ν=0)
J = U
n
J
U
(ν+1)
J = U
n
J + ανΔt
(
M−1LJJR(U
ν
J) +D
(2)(U γJ) +D
(4)(U γJ)
)
U
(n+1)
J = U
(ν=4)
J . (4.28)
Durch die Wahl der Runge-Kutta Koeﬃzienten:
αν = 1/4, 1/6, 3/8, 1/2, 1 fu¨r ν = 0, . . . , 4 und γ = min(ν, 1) , (4.29)
wird die maximal mo¨gliche Genauigkeit von fu¨nfter Ordnung zu Gunsten einer
erho¨hten numerischen Stabilita¨t auf eine Genauigkeit zweiter Ordnung herabgesetzt.
Aufgrund der zentralen Diskretisierung ohne dissipative Anteile in den numerischen
Flu¨ssen [36] beno¨tigt das Runge-Kutta Verfahren zur Erzielung ozillationsfreier sta-
tiona¨rer Lo¨sungen ein bestimmtes Maß an numerischer Da¨mpfung. Diese wird u¨ber
zwei zusa¨tzliche Operatoren in Form eines dissipativen Laplace-Operator zweiter
Ordnung D(2) und eines linearen biharmonischen Operators vierter Ordnung D(4)
in das Verfahren eingebracht. Diese beiden Operatoren werden nur fu¨r die beiden
ersten Teilschritte ν bestimmt und bleiben fu¨r die u¨brigen Teilschritte eingefroren.
Die Berechnung der Da¨mpfungsterme wird in Abschnitt 4.6 erla¨utert.
4.3.2 Taylor – Galerkin Verfahren
Die Berechnung des Gleichungssystems (3.97) in axialsymmetrischer Notation er-
folgt mit einem 2-Schritt Taylor – Galerkin Verfahren. Das Verfahren wurde von
Done´a [100] aus einem klassischen Lax-Wendroﬀ Ansatz entwickelt und von Lo¨hner [99]
auf ein axialsymmetrisches Koordinatensystem erweitert. Das Verfahren la¨sst sich
mit Hilfe einer Taylorreihe zweiter Ordnung in der Zeit und der Substitution der
Zeitableitung des Lo¨sungsvektors durch die Ortsableitung der Flu¨sse darstellen. Da-
bei wird eine semidiskrete Formulierung verwendet, bei der die Darstellung der zeit-
lichen Ableitungen mit einem Finiten-Differenzen Schema und die ra¨umlichen
Ableitungen durch die Anwendung der Finiten-Elemente-Methode erfolgt.
Vor der Diskretisierung mit dem 2-Schritt Verfahren wird das Gleichungssystem
(3.97) in axialsymmetrischen Koordinaten mit dem Radius r erweitert [99]. Dadurch
wird eine Darstellung erreicht, die a¨quivalent zur kartesischen Form ist.
Eine Taylorreihenentwicklung in der Zeit um Un ergibt:
Un+1 = Un +Δt
∂Un
∂t
+
Δt2
2
∂2Un
∂t2
+O(Δt3) . (4.30)
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Unter Vernachla¨ssigung des Restgliedes kann Gleichung (4.30) umgestellt werden:
Un+1 = Un +Δt
∂
∂t
(
Un +
Δt
2
∂Un
∂t
)
. (4.31)
Gleichung (4.31) fu¨hrt auf die Deﬁnition von Pra¨diktor- und Korrektorschritt des
Taylor – Galerkin 2-Schritt Verfahrens, wobei der Klammerausdruck als Zwischenlo¨-
sung Un+
1
2 zum Zeitpunkt tn+
1
2 betrachtet werden kann.
Unter Einbeziehung der Erhaltungsgleichungen kann die Zeitableitung ∂U
∂t
zum je-
weiligen Zeitpunkt durch den QuelltermvektorQ und die Ortsableitungen der Flu¨sse
dargestellt werden. Somit folgt fu¨r den Pra¨diktorschritt:
Un+
1
2 = Un +
Δt
2
(Qn −∇ · F n) (4.32)
sowie fu¨r den Korrektorschritt:
Un+1 = Un +Δt
(
Qn+
1
2 −∇ · F n+ 12
)
. (4.33)
Darin sind die Flu¨sse F = F konv −F diﬀ und der Quelltermvektor Q als Funktionen
des Erhaltungsvektors U zum jeweiligen Zeitpunkt t zu bestimmen.
Deﬁnitionsgema¨ß liegen alle Gro¨ßen zu den Zeitpunkten tn, tn+1 auf den Knoten
des Elements und werden mit Hilfe der linearen Ansatzfunktionen NI approximiert.
Die Gro¨ßen zum Zwischenzeitschritt tn+
1
2 liegen als Elementwerte im Schwerpunkt
des Elements vor und werden im Gegensatz zu den Knotenwerten mit stu¨ckweise
konstanten Ansatzfunktionen Pe gebildet. Die Anwendung der Methode der gewich-
teten Residuen (Kollokation im Teilbereich [94]) auf den Pra¨diktorschritt fu¨hrt auf
die Beziehung:
∑
e
∫
Ωe
PePeU
n+ 1
2
e dΩe =
∑
e
nK,e∑
i=1
∫
Ωe
PeNiU
n
i dΩe
+
Δt
2
∑
e
nK,e∑
i=1
∫
Ωe
Pe (NiQ
n
i −∇NiF ni ) dΩe
(4.34)
wobei nach Auswertung der Integrale fu¨r die Zwischenlo¨sung Un+
1
2 eines einzelnen
Elements geschrieben werden kann:
U
n+ 1
2
e =
1
nK,e
nk,e∑
i=1
Uni +
Δte
2
(
1
nK,e
nk,e∑
i=1
Qni −
nk,e∑
i=1
∇NiF ni
)
. (4.35)
Im Pra¨diktorschritt werden ausschließlich die konvektiven Flu¨sse F = F konv erfasst,
da zum Zeitpunkt t = tn nur lineare Funktionsverla¨ufe im Element und somit nur
erste Ableitungen in den Flu¨ssen beru¨cksichtigt werden ko¨nnen.
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Der Korrektorschritt wird nach der Galerkin-Methode der gewichteten Residuen
formuliert. Somit ergibt sich aus Gleichung (4.33) mit ΔU = Un+1 −Un:
∑
e
nK,el∑
j=1
∫
Ωe
NiNjdΩeΔU j
∣∣∣∣∣
nK,el
i=1
= Δt
(∑
e
∫
Ωe
Ni dΩeQ
n+ 1
2
e
+
∑
e
∫
Ωe
∇Ni dΩeF n+
1
2
e −
∫
Γe
NiNj dΓeF
n
j
)∣∣∣∣∣
nK,el
i=1
.
(4.36)
Die in Gleichung (4.36) verwendete schwache Formulierung erlaubt die Erfassung
der diﬀusiven Flu¨sse F diﬀ .
Die Aufsummierung aller Elementbeitra¨ge der Gleichung (4.36) fu¨hrt fu¨r jeden Zeit-
schritt wiederum zu einem linearen Gleichungssystem in der Form:
M
ΔU
Δt
= R(U ) , (4.37)
mit dem Operator R(U ) fu¨r die rechte Seite von (4.36), in welchem alle Flu¨sse
und Quellterme zusammengefasst sind. Zur expliziten Lo¨sung des Gleichungssystems
(4.37) wird wieder die zuvor erla¨uterte reduzierte Massenmatrix ML verwendet.
Genau wie beim Runge-Kutta Verfahren verursacht die zentrale Diskretisierung In-
stabilita¨ten bei auftretenden Diskontinuita¨ten im Stro¨mungsfeld. Auch hier erfolgt
die Gla¨ttung der Lo¨sung durch Hinzufu¨gen von numerischer Da¨mpfung in Form des
Laplace-Operators zweiter Ordnung D(2). Die gegla¨tteten Werte Un+1J,s berechnen
sich nach jedem Zeitschritt:
Un+1J,s = U
n+1
J +ΔtJD
(2) , (4.38)
wobei die Da¨mpfung nach Gleichung (4.38) konservativ ist, da die Summe aller
A¨nderungen im Element und somit im gesamten Gebiet den Wert Null ergibt.
4.4 Berechnung des chemischen Quellterms
Die Modellierung von Diﬀusionsﬂammen mit dem PEuL-Modell erfordert eine Bi-
lanzgleichung fu¨r den Oxidatormassenbruch. Der darin enthaltene chemische Quell-
term ergibt sich aus der Gewichtung der drei Integrationspfade des PEuL-Modells.
Zur Integration entlang des Pfades L(3) wird aus numerischen Stabilita¨tsgru¨nden ein
semi-impliziter Algorithmus gewa¨hlt [38, 81]. Die zu integrierende Gleichung ergibt
sich aus Gleichung (3.70):
dYO2
dZ
=
1
(Z˜ − Z)
(
Y˜O2 − YO2 + ω˙O2(YO2 , YH2)τt
)
. (4.39)
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Setzt man die rechte Seite der Gleichung gleich f und betrachtet diese zum Zeitpunkt
n + 1, so erha¨lt man mit der Linearisierung fn+1 = fn + ∂f
∂Y
dYO2 die implizite
Formulierung:
dYO2 = f
n dZ(
1− θdZ( ∂f
∂Y
)
) . (4.40)
Mit dem darin enthaltenen Faktor θ wird zwischen expliziter (θ = 0) und impliziter
(θ = 1) Formulierung gewa¨hlt.
Die Werte fu¨r Oxidatormassenbruch und Quellterm zum neuen Zeitpunkt n + 1
berechnen sich dann wie folgt:
Y n+1O2 = Y
n
O2
+ dYO2
ω˙n+1O2 = ω˙
n
O2
+ θ
∂ω˙nO2
∂YO2
dYO2
(4.41)
mit:
dYO2 =
dZ
(Z˜ − Z)
(
Y˜O2 − YO2 + ω˙O2τt
) 1(
1− θ dZ
( ˜Z−Z)
(
∂ω˙O2
∂YO2
τt − 1
)) . (4.42)
Die Diskretisierungsschrittweite ΔZ im Wahrscheinlichkeitsraum wird durch nume-
rische Integration der Lagrange-Gleichung fu¨r Z:
dZ
dt
=
(Z˜ − Z)
τt
(4.43)
mit den Integrationsgrenzen Z = 0 und Z = Z˜ bzw. Z = Z˜ und Z = 1 berechnet:
ΔZ = Zn+1 − Zn = DK
(
Z˜ − Zn
)
mit DK =
dt
τt
. (4.44)
DK wird derart bestimmt, dass man einen kontinuierlichen U¨bergang der Schritt-
weite am Schnittpunkt der beiden Integrationsa¨ste Z = Z˜ erha¨lt.
4.5 Zeitschrittbestimmung
Die Anwendung expliziter Intergrationsverfahren erfordert die Bestimmung eines
geeigneten Zeitschrittes Δt. Der maximal mo¨gliche Zeitschritt wird dabei durch
die Courant-Friedrichs-Levy (CFL) Bedingung beschra¨nkt. Diese besagt, dass
die Konvergenz der numerischen Lo¨sung eines Anfangswertproblems hyperbolischer
partieller Diﬀerentialgleichungen notwendigerweise bedingt, dass der numerische Ab-
ha¨ngigkeitsbereich den physikalischen Abha¨ngigkeitsbereich umfasst [101]. Ange-
wandt auf das Diﬀerentialgleichungssystem (3.97), welches im mathematischen Sinn
einen Satz hyperbolischer partieller Diﬀerentialgleichungen darstellt, ergibt sich mit
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dem Betrag des Stro¨mungsgeschwindigkeitsvektors |v| und der Schallgeschwindig-
keit a die CFL-Bedingung:
cfl = (|v|+ a) Δt
Δx
≤ 1 . (4.45)
Die maximale CFL-Zahl errechnet sich nach einer von Neumann’schen Stabilita¨ts-
analyse fu¨r lineare Diﬀerentialgleichungssysteme mit diagonalisierten Massenmatri-
zen zu:
cfl =
(√
1 +
1
Pe2
− 1
Pe
)
mit Pe = Ree · Pr . (4.46)
Die darin enthaltene Peclet-Zahl ist eine Funktion der Zell-Reynoldszahl Ree, ge-
bildet mit der kleinsten Elementho¨he hemin , und der Prandtl-Zahl Pr. Aus dieser
Beschra¨nkung ergibt sich der maximal zu wa¨hlende Zeitschritt fu¨r das Lo¨sungsver-
fahren:
Δt ≤ min
(
cfl ·Δx
|v|+ a ,
k

)
. (4.47)
Die Berechnung von Diﬀerentialgleichungen mit Quelltermen, wie sie in den Turbu-
lenz- oder auch Reaktionsmodellen vorkommen, fu¨hrt in der Regel zu steifen Glei-
chungssystemen. In Folge dessen variieren die Eigenwerte der Matrizen stark und
es ko¨nnen zusa¨tzliche Limitierungen des Zeitschrittes auftreten [88]. Aus diesem
Grund ist in Gleichung (4.47) eine zusa¨tzliche Beschra¨nkung des Zeitschrittes durch
die turbulenten Gro¨ßen k und  enthalten.
4.6 Numerische Da¨mpfung
Das Auftreten von Diskontinuita¨ten im Stro¨mungsgebiet, wie z. B. Verdichtungs-
sto¨ße oder Scherschichten, hat eine starke A¨nderung der Stro¨mungsgro¨ßen u¨ber eine
geringe Elementdichte zur Folge. Dies fu¨hrt insbesondere bei den nichtlinearen kon-
vektiven Termen zu Diskretisierungsfehlern, welche sich in Form von Oszillationen
und Instabilita¨ten a¨ußern und zur Divergenz der Lo¨sung fu¨hren ko¨nnen. A¨hnlich der
physikalischen Viskosita¨t kann durch Hinzufu¨gen einer ku¨nstlichen Viskosita¨t u¨ber
mehrere Elemente gegla¨ttet werden. Dabei sollte die numerische Da¨mpfung nur auf
den Bereich der Diskontinuita¨t beschra¨nkt bleiben, um die Lo¨sung im u¨brigen Gebiet
nicht zu beeinﬂussen. Die Steuergro¨ße des hier angewandten Da¨mpfungsverfahrens
[96, 102] basiert auf einer ra¨umlich gemittelten und normierten zweiten Ableitung
des Druckes. Der entsprechende Parameter berechnet sich zu:
Se =
∣∣∣∣ ∑e (M e −ML,e) p|∑e (M e −ML,e) p|
∣∣∣∣ , Se ∈ [0, 1] (4.48)
und ist ein Maß fu¨r die Sta¨rke der Diskontinuita¨t. Er verschwindet in glatten Berei-
chen des Stro¨mungsgebietes.
62 KAPITEL 4. NUMERISCHES VERFAHREN
Bei der Berechnung von turbulenten Stro¨mungen fu¨hren die nichtlinearen Quellter-
me in den Erhaltungsgleichungen fu¨r turbulente kinetische Energie k und Dissipati-
onsrate  zu einer Stabilita¨tsbeschra¨nkung. Aus diesem Grund wird der Steuerpara-
meter Sek, fu¨r diese Gro¨ßen entsprechend Gleichung (4.48) mit der Dissipationsrate
 gebildet.
Der Da¨mpfungsterm D(2) zweiter Ordnung wird mittels eines dissipativen Laplace-
Operators berechnet:
D(2) = c
(2)
d M
−1
L
∑
e
Se
Δte
(M e −ML,e) · Un . (4.49)
Die darin enthaltene Konstante c
(2)
d bestimmt die Sta¨rke der Da¨mpfung und ist
so zu wa¨hlen, dass die Lo¨sung gegla¨ttet wird, ohne dass die Diskontinuita¨ten als
Bestandteil der Lo¨sung zu sehr verschmiert werden. Die Gro¨ßen Se und Δte sind
das arithmetische Mittel der Knotenwerte des Elementes e.
Fu¨r Berechnungen mit dem in Abschnitt 4.3.1 beschriebenen Runge-Kutta Verfahren
wird ein zusa¨tzlicher linearer biharmonischer Da¨mpfungsterm D(4) vierter Ordnung
beno¨tigt:
D(4) = M−1L
∑
e
χ(4)
Δte
(M e −ML,e)
[
M−1L
∑
e
(M e −ML,e) · Un
]
, (4.50)
um hochfrequente Sto¨rungen zu gla¨tten. Bleiben diese hochfrequenten Sto¨rungen
ungeda¨mpft, kann dies die Konvergenz der Lo¨sung verhindern. Zur Erzielung von
oszillationsfreien Lo¨sungen ist der D(4)-Operator in Bereichen, in denen der nicht-
lineare Da¨mpfungsterm D(2) wirkt, auszublenden. Dies wird mittels der Bedingung:
χ(4) = max
(
0, c
(4)
d − c(2)d · Se
)
(4.51)
erreicht.
4.7 Implementierung der Randbedingungen
Zur vollsta¨ndigen Beschreibung des Lo¨sungsverfahrens fehlt noch die numerische
Behandlung der Ra¨nder. Die Randbedingungen aus Abschnitt 3.4 werden durch das
Randintegral aufgepra¨gt:∫
Γe
NiNj dΓe
(
F konv − F diﬀ )
j
n◦Γe
welches durch die schwache Formulierung der Erhaltungsgleichungen nach Gleichung
(4.20) entstanden ist.
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Eine Auswertung der Randintegrale ergibt, dass diese im Falle stro¨mungsfu¨hrender
adiabater Ra¨nder fu¨r die Massentransportgleichungen und die Energiegleichung ver-
schwinden. Im nicht-adiabaten Fall kann ein Wa¨rmestrom durch Vorgabe eines Tem-
peraturgradienten normal zur Wand (Neumann’sche Randbedingung) oder durch
explizite Angabe einer Temperaturverteilung (Dirichlet’sche Randbedingung) simu-
liert werden, wodurch das Randintegral einen Beitrag in der Energiegleichung liefert.
Aufgrund der Haftbedingung werden an festen Wa¨nden die Geschwindigkeitskom-
ponenten zu Null gesetzt, so dass die Randintegrale in den Impulsgleichungen eben-
falls verschwinden. Bei symmetrischen Ra¨ndern (oder reibungsfreien Euler-Ra¨ndern)
bleibt aufgrund der Tangentialgeschwindigkeit der Einﬂuss der Randintegrale in den
Impulsgleichungen erhalten.
Die Behandlung der Ein- und Ausstro¨mra¨nder erfolgt mit den in Abschnitt 3.4 an-
gegebenen Vorgaben. Dazu werden die Randintegralﬂu¨sse mit den entsprechenden
Randbedingungen und den aktuellen Stro¨mungsgro¨ßen berechnet. Zusa¨tzlich wer-
den Dirichlet’sche Randbedingung verwendet, mit denen insbesondere fu¨r sonische
Einspritzungen oder einlaufende Grenzschichten die Randwerte speziﬁziert werden.
Eine detaillierte Herleitung und Beschreibung der Implementierung der Randbedin-
gungen ﬁndet sich bei Vornberger [35].
4.8 Netzgenerierung
Zur Lo¨sung des Diﬀerentialgleichungssystems muss das Berechnungsgebiet in ge-
eigneter Form diskretisiert werden. In der Regel ﬁnden dafu¨r in Verbindung mit
dem Finite-Elemente-Verfahren unstrukturierte Netze Verwendung. Die Qualita¨t
der Lo¨sung sowie die erforderliche Rechenzeit und der Speicherplatzbedarf ha¨ngen
im wesentlichen von der Gu¨te der verwendeten Rechennetze ab. Entsprechend sind
die Netzgenerierung und die eigentliche Integration mit dem Lo¨sungsverfahren als
gleichwertige Aufgaben zu werten [103].
Das in dieser Arbeit verwendete Netzgenerierungsprogramm fu¨r unstrukturierte ad-
aptive 2D-Netze wurde am Lehr- und Forschungsgebiet Betriebsverhalten der Strahl-
antriebe des Institutes fu¨r Strahlantriebe und Turboarbeitsmaschinen der RWTH
Aachen speziell fu¨r Stro¨mungsberechnungen entwickelt. Die Grundlagen, auf denen
es basiert, werden im folgenden kurz erla¨utert.
Das von Greza [104] entwickelte Verfahren arbeitet nach der “generalized advancing
front” - Methode. Die Vernetzung erfolgt mittels einer vom Gebietsrand ins Innere
fortschreitenden Front, bei der gleichzeitig Knoten und Elemente erzeugt werden.
Zur Anwendung des Algorithmus muss das gesamte Berechnungsgebiet mit einem
Hintergrundnetz eindeutig u¨berdeckt sein. Die lokale Elementgeometrie wird dabei
durch Netzparameter (siehe Abb. 4.4(a)) gesteuert, die aus dem Hintergrundnetz
interpoliert werden. Die Elementgro¨ße wird u¨ber den Parameter δ festgelegt. Zudem
erfolgt eine Streckung des Elementes um den Faktor s in Richtung α bezu¨glich der
x-Achse.
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(a) Deﬁnition der Netzparameter (b) Beispiel fu¨r ein hybrides Gitter
Abbildung 4.4: Generierung unstrukturierter Berechnungsgitter
Bei der automatischen Generierung von unstrukturierten Netzen ko¨nnen vereinzelt
stark deformierte Elemente entstehen, die die Lo¨sungsqualita¨t mindern oder zur
Divergenz der Lo¨sung fu¨hren ko¨nnen. Deshalb ﬁnden nach Beendigung des Netzge-
nerierungsprozesses noch zusa¨tzlich Algorithmen zur Netzgla¨ttung und Optimierung
der Element-Knoten-Verbindungen Anwendung, um die Netzqualita¨t zu verbessern.
Die Steigerung der Lo¨sungsqualita¨t einer Stro¨mungsberechnung mit dem Finite-
Elemente-Verfahren erfordert die Anpassung der verwendeten Netze an die Stro¨m-
ung. Als weiterer Vorteil der Verwendung unstrukturierter Netze ist neben der au-
tomatischen Vernetzung komplexer Geometrien daher die einfache Implementierung
von Netzadaptions-Verfahren zu nennen. Bei dem hier eingesetzten Verfahren han-
delt es sich um eine lo¨sungsadaptierte Netzneugenerierung. Die Netzparameterver-
teilung wird dabei mit Hilfe eines skalaren, lo¨sungsabha¨ngigen Fehlerindikators er-
mittelt. Das bereits vorhandene Netz mit der berechneten Lo¨sung dient dazu als Hin-
tergrundnetz. Der Vorteil dieser Netzneugenerierung gegenu¨ber der Adaption durch
Elementteilung ist, neben einer Netzverfeinerung auch eine Netzvergro¨berung in Ge-
bieten ohne signiﬁkante Stro¨mungspha¨nomene zu ermo¨glichen. Dies fu¨hrt zu einer
o¨konomischen Anordnung von Elementen und Knoten hinsichtlich der Netzqualita¨t
und -gro¨ße und der beno¨tigten Rechenzeit. Die Funktionalita¨t und Eﬃzienz des ein-
gesetzten Verfahrens konnte bereits in einer Reihe von Arbeiten [104, 105, 106, 107]
aufgezeigt werden.
Um in reibungsbehafteten Stro¨mungen Grenzschichten aufzulo¨sen, reicht die Netz-
dichte unstrukturierter Dreiecksnetze besonders im wandnahen Bereich oftmals nicht
aus. Insbesondere die Auﬂo¨sung der großen Gradienten in Wandnormalenrichtung
fu¨hrt zu in Stro¨mungsrichtung stark verzerrten Elementen. Reinartz [37] hat ge-
zeigt, dass dies zu numerischen Instabilita¨ten und Lo¨sungsverzerrungen fu¨hren kann.
Aus diesem Grund ist in dem Netzgenerator ein Algorithmus zur Erzeugung von
strukturierten Unternetzen mit Rechteckelementen im wandnahen Bereich (siehe
Abb. 4.4(b)) implementiert [38]. Der Einsatz dieser sogenannten Hybridnetze ermo¨g-
licht zum einen ho¨here Streckungsverha¨ltnisse durch die Rechteckelemente (gleichbe-
deutend einer Reduzierung der Netzdichte in Stro¨mungsrichtung). Zum anderen er-
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lauben die strukturierten Unternetze eine wesentlich ho¨here Auﬂo¨sung zur Erfassung
von Grenzschichten. Gleichzeitig wird damit auch der in Abschnitt 3.4 erwa¨hnten
Anforderung bezu¨glich Wandabstand und Orthogonalita¨t der Gitterlinien hinsicht-
lich der Anwendung von Wandfunktionen genu¨ge getan.
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Kapitel 5
Validierung
Bevor ein Programm zur numerischen Simulation komplexer Problemfa¨lle benutzt
werden kann, muss anhand einfacher Vergleichsrechnungen die Anwendbarkeit auf
solche Aufgabenstellungen getestet werden. Mit der Validierung des Verfahrens wer-
den die korrekte Implementierung der Gleichungen und Modelle innerhalb des Ge-
samtsystems u¨berpru¨ft. Eine Validierung kann aber nur durch den Vergleich mit
analytischen Lo¨sungen oder anderen numerischen Ergebnissen erfolgen, die iden-
tische physikalische Modelle und identische numerische Parameter wie Netzdichte,
Randbedingungen, usw. aufweisen. Diese Informationen sind aber in der Regel in
der Literatur unzureichend, so dass auf diese Weise eine Validierung im eigentlichen
Sinne nicht erfolgen kann. Die verbreiteste Art der Validierung ist der Vergleich mit
experimentellen Daten. Dies setzt voraus, dass die verwendeten physikalischen Mo-
delle fu¨r den betrachteten Fall anwendbar und in der Lage sind, die physikalischen
Eigenschaften zu reproduzieren. Gleichzeitig ist aber auch die Qualita¨t der Mess-
daten im Hinblick auf Messungenauigkeiten und -fehlern zu bewerten, so dass bei
Abweichungen der gerechneten Werte von den experimentellen Daten nicht auto-
matisch auf Fehler im numerischen Verfahren geschlossen werden kann. Desweiteren
du¨rfen die Einﬂussmo¨glichkeiten auf die Berechnung (Wahl der Modellkonstanten,
Da¨mpfungskonstanten, Gebietsdiskretisierung usw.), mit welchen die Lo¨sungsqua-
lita¨t beeinﬂusst werden kann, nicht unberu¨cksichtigt bleiben.
Das fu¨r die Berechnungen eingesetzte Finite-Elemente Verfahren wurde bereits
fu¨r eine Vielzahl unterschiedlicher Anwendungsfa¨lle validiert, wie zum Beispiel fu¨r
Turbinenstro¨mungen [108] oder reaktive Du¨senstro¨mungen [109]. Insbesondere sei
auf die Arbeiten von Reinartz [37] bzw. Sasse [38] verwiesen, in welchen die Be-
rechnung der Durchstro¨mung von Scramjet-Komponenten ausfu¨hrlich dokumentiert
ist. Die Auswahl der hier vorgestellten Vergleichsrechnungen beschra¨nkt sich da-
her auf solche, welche den im weiteren behandelten Anwendungen entsprechen. Der
Schwerpunkt dabei liegt auf der U¨berpru¨fung des PEuL-Modells. Dazu werden zwei
Testfa¨lle vorgestellt, die representativ fu¨r Scramjet- bzw. die spa¨ter vorgestellten
Modell-Brennkammern sind. Anhand dieser Vergleichsrechnungen soll die Anwend-
67
68 KAPITEL 5. VALIDIERUNG
barkeit des Verfahrens demonstriert, gleichzeitig sollen aber auch vorhandene Ein-
schra¨nkungen aufgezeigt werden.
5.1 Turbulente Scherschicht
Als erster Testfall wird eine ebene, turbulente Scherschicht zweier paralleler Luft-
stro¨me untersucht. Entsprechende Untersuchungen wurden von Narayan [110] ver-
o¨ﬀentlicht. Die statische Temperatur T des hier vorgestellten Falls betra¨gt 800K
und der statische Druck p = 1bar. Der statische Zustand ist fu¨r beide Stro¨me iden-
tisch. Die Geschwindigkeit der oberen Stro¨mung betra¨gt 1800m/s (Ma1 = 3.2), die
der unteren 3480m/s (Ma2 = 6.2). Dies entspricht einer konvektiven Mach-Zahl:
Mac =
|u˜1 − u˜2|
a1 + a2
= 1.5 . (5.1)
Das betrachtete Rechengebiet umfasst den rechteckigen Bereich 0mm ≤ x ≤ lref
und −1/8 lref ≤ y ≤ 1/8 mit lref = 200mm. Das verwendete Rechennetz ist zusam-
men mit den Isolinien der Machzahl in Abb. 5.1 dargestellt. Die Hauptstro¨mung la¨uft
Ma [-]
6.2
4.7
3.2
Ma = 6.2
Ma = 3.2
Abbildung 5.1: Prinzipskizze und unstrukturiertes Rechennetz (8200 Knoten und 16124
Elemente)
in dieser Darstellung von links nach rechts. Die Netzstruktur wurde so gewa¨hlt, dass
der Bereich der Scherschicht mit einem deutlich feineren Gitter vernetzt ist, wa¨hrend
die a¨usseren Bereiche mit einem groben Netz bedeckt sind. Als Eintrittsrandbe-
dingung fu¨r diese Berechnung wird fu¨r die Geschwindigkeit ein Proﬁl vorgegeben,
welches in etwa dem einer ausgebildeten Scherschichtstro¨mung entspricht. Dieser
Verlauf wird durch die Funktion in Gleichung (5.2) angena¨hert:
u˜ =
1
2
(u2 + u1) +
1
2
(u2 − u1) tanh y
δ
. (5.2)
Darin entspricht δ einer initialen Scherschichtdicke. Fu¨r den Verlauf der turbulenten
kinetischen Energie wird die in Gleichung (5.3) formulierte Funktion in Anlehnung
an die Arbeit von Sasse [38] angesetzt:
k = Tu
(
1 +
|∂u/∂y|
(∂u/∂y)max
)
u˜2 , (5.3)
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wobei der Turbulenzgrad hier mit Tu ≈ 2% angenommen wird.
Nachfolgend werden nun die Ergebnisse erla¨utert. Es ist bekannt, dass die Breite
einer voll ausgebildeten turbulenten Scherschicht bei hohen Reynolds-Zahlen linear
in Stro¨mungsrichtung zunimmt [57]. Die Proﬁle aller Stro¨mungsgro¨ßen sind daher
selbsta¨hnlich in der Koordinate y/x, wobei y die Koordinate senkrecht zur Haupt-
stro¨mung ist und x dem Abstand zum Ursprung der Scherschicht entspricht. Ab-
bildung 5.2 zeigt die transversalen Verla¨ufe von Geschwindigkeit und turbulenter
kinetischer Energie fu¨r verschiedene Positionen x/lref . Nach einer gewissen Anlauf-
strecke, in welcher noch das vorgegebene Anfangsproﬁl vorherrscht, stellt sich eine
selbsta¨hnliche Lo¨sung ein. Im Vergleich dazu sind in Abb. 5.3 entsprechende Ergeb-
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Abbildung 5.2: Selbsta¨hnlichkeit der transversalen Proﬁle fu¨r Geschwindigkeit und tur-
bulente kinetische Energie der turbulenten Scherschicht
nisse aus der Vero¨ﬀentlichung von Narayan [110] dargestellt, welche mit dem NASA
Spark-Code [111] ebenfalls unter Verwendung eines k−ε - Turbulenzmodells erzielt
wurden. Diese zeigen auch in selbsta¨hnlichen Koordinaten die Stro¨mungsproﬁle von
Geschwindigkeit und turbulenter kinetischer Energie, wobei die Bestimmung der
selbsta¨hnlichen Koordinate durch (y − yc)/δ erfolgt. Im Vergleich zu den eigenen
Ergebnissen ergibt sich insgesamt eine qualitativ gute U¨bereinstimmung. Lediglich
in den Maximalwerten der turbulenten Energie zeigen sich Unterschiede – das in
dieser Arbeit benutzte Verfahren liefert geringere Werte. Letztlich zeigen die be-
rechneten Proﬁle deutlich die Fa¨higkeit des Verfahrens, selbsta¨hnliche Lo¨sungen zu
produzieren.
5.1.1 Kompressibilita¨tseinﬂuss
Um den Einﬂuss des Dissipationsmodells nach Sarkar fu¨r kompressible Stro¨mun-
gen auf turbulente Scherschichten zu untersuchen, wurden Berechnungen bei un-
terschiedlichen konvektiven Machzahlen durchgefu¨hrt. Die untersuchten Testfa¨lle
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Abbildung 5.3: Selbsta¨hnlichkeit der Stro¨mungsproﬁle nach Narayan [110]
entsprachen dem zuvor vorgestellten, wobei jedoch die Variation der konvektiven
Machzahl durch Anpassung der Geschwindigkeit der schnelleren Stro¨mung erfolgte.
Alle anderen Stro¨mungsgro¨ßen wurden beibehalten.
Zur Beurteilung der Ergebnisse wird die normierte Aufweitungsrate Cδ herangezo-
gen. Diese ist nach Gl. (2.3) durch die Gleichung:
Cδ =
dδ
dx
(
u˜1 + u˜2
|u˜1 − u˜2|
)
(5.4)
deﬁniert. Die Scherschichtbreite δ(x) wird dabei durch den Abstand der beiden
Punkte im Geschwindigkeitsproﬁl bestimmt, an welchen die normierte Geschwin-
digkeit in Hauptstro¨mungsrichtung u˜∗ = (u˜∗− u˜1)/(u˜2− u˜1) 0.01 bzw. 0.99 betra¨gt.
In Abbildung 5.4 ist die dimensionslose Aufweitungsrate in Abha¨ngigkeit von der
konvektiven Machzahl dargestellt. Die normierte Aufweitungsrate wird hierbei auf
die Aufweitungsrate Cδ,0 einer inkompressiblen Scherschicht bezogen, welche fu¨r
die kleine konvektive Machzahl Mac = 0.25 zu Cδ,0 = 0.17 bestimmt wurde. Die
eigenen Ergebnisse werden in dieser Darstellung mit den Daten aus dem NASA-
Langley Experiment von Kline et al. [47] und experimentellen Daten weiterer Au-
toren [18, 48] verglichen. Die Referenzdaten zeigen einen deutlichen Abfall der Auf-
weitungsrate mit zunehmender konvektiver Machzahl. Die Berechnungen mit dem
Standard-k−ε-Turbulenzmodell ohne die Kompressibilita¨ts-Korrektur ko¨nnen dieses
Verhalten nicht wiedergeben. Hingegen zeigt die Verwendung des in Abschnitt 3.2.5
vorgestellten kompressiblen Dissipationsmodells nach Sarkar eine deutliche Verbes-
serung der Ergebnisse. Sasse kommt in seiner Arbeit [38] mit demselben wie dem
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Abbildung 5.4: Aufweitungsrate von turbulenten Scherschichten in Abha¨ngigkeit der
konvektiven Machzahl
hier vorgestellten Verfahren fu¨r einen leicht unterschiedlichen Testfall zu a¨hnlichen
Ergebnissen. Diese sind ebenfalls in Abb. 5.4 dargestellt.
Die hier vorgestellten Ergebnisse beziehen sich auf unterschiedliche Testfa¨lle und
verwenden teilweise verschiedene Methoden zur Bestimmung der Aufweitungsrate.
Insofern ist an dieser Stelle keine quantitative Validierung mo¨glich. Die Auswertung
belegt jedoch die qualitative Verbesserung der numerischen Ergebnisse im Vergleich
zu den experimentellen Daten bei Verwendung des Kompressibilita¨tsmodells.
5.2 Ebene Diﬀusionsﬂamme bei U¨berschall
Als Anwendungsfall fu¨r eine ebene turbulente Wasserstoﬀ Diﬀusionsﬂamme wird ein
Experiment betrachtet, welches am NASA Lewis Research Center untersucht und
1971 von Burrows et al. [112, 113] vero¨ﬀentlicht wurde. Dieser Versuch ist verha¨lt-
nisma¨ßig gut dokumentiert und hat sich zu einem Referenzfall fu¨r die U¨berschall-
verbrennung entwickelt. In diesem Experiment wird eine Konﬁguration untersucht,
wie sie fu¨r Anwendungen in Scramjet-Brennkammern typisch ist. Eine Prinzipskizze
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mit allen relevanten geometrischen Abmessungen der Versuchsbrennkammer ist in
Abbildung 5.5 dargestellt.
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Abbildung 5.5: Geometrie des Burrows-Experimentes
Betrachtet wird mit U¨berschall u¨ber eine ru¨ckspringende Stufe stro¨mende heisse
Luft. Hinter dieser Stufe wird parallel zur Hauptstro¨mung unter sonischen Bedingun-
gen kalter, gasfo¨rmiger Wasserstoﬀ in Stro¨mungsrichtung eingeblasen. Aufgrund der
vorliegenden Stro¨mungsbedingungen kommt es zur Selbstzu¨ndung des Wasserstof-
fes und zur Ausbildung einer Diﬀusionsﬂamme stromab der Stufe. Die Randbedin-
gungen (Machzahl, Druck, Temperatur und Gaszusammensetzung) fu¨r die Haupt-
stro¨mung und den eingeblasenen Wasserstoﬀ sind in Tabelle 5.1 wiedergegeben. Im
Versuch wurde die heisse Luft durch eine vollsta¨ndige Vorverbrennung von Wasser-
stoﬀ erzeugt. Dadurch bedingt entha¨lt die Luft einen relativ hohen Wasseranteil.
Am linken Einstro¨mrand der Hauptstro¨mung ist zudem aus dem Experiment die
mit 12mm relativ große Grenzschichtdicke bekannt. Als Randbedingung fu¨r die tur-
bulenten Gro¨ßen wurde fu¨r die Hauptstro¨mung und den eingeblasenen Wasserstoﬀ
ein Turbulenzgrad von 2% angenommen.
p [bar] T [K] Ma [−] YH2 YO2 YH2O YN2
Luft 1.0 1270 2.44 0 0.2035 0.3586 0.4379
Wasserstoﬀ 1.0 254 1.0 1 0 0 0
Tabelle 5.1: Einstro¨mbedingungen fu¨r Luft und Wasserstoﬀ
Das in Abbildung 5.6 dargestellte Berechnungsnetz entspricht der Geometrie in Bild
5.5. Die Auﬂo¨sung ist mit 14567 Knoten relativ hoch gewa¨hlt, um alle relevanten
Sto¨mungspha¨nomene zu erfassen. Wichtig ist z. B. die ausreichend hohe Auﬂo¨sung
des Nachlaufbereiches hinter der Lippe oberhalb der Einblaso¨ﬀnung, dargestellt in
der Ausschnittsvergro¨ßerung in Abb. 5.6 . Bei der hier vorgestellten Rechnung wur-
de auf die Simulation der Grenzschicht an der oberen Brennkammerwand verzichtet,
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dementsprechend ﬁndet sich eine Vernetzung mit den in Kapitel 4.8 beschriebenen
strukturierten Gittern nur auf der unteren Kanalwand. Fu¨r die Berechnung wur-
de ein hybrides Netz mit 21414 Dreieckelementen in der Aussenstro¨mung und 3536
Rechteckelementen im Grenzschichtbereich benutzt.
Das berechnete Stro¨mungsfeld des Testfalls ist in Abbildung 5.7 in Form einer Druck-
(5.7(a)) und Temperaturverteilung (5.7(b)) dargestellt. An der Stufe u¨ber der Was-
serstoﬀeinblasung bildet sich durch die Umlenkung der Hauptstro¨mung ein Expansi-
onsfa¨cher und anschließend ein Rekompressionsverdichtungsstoß aus. Bedingt durch
die unterschiedlichen Stro¨mungsgeschwindigkeiten der Hauptstro¨mung und des ein-
geblasenen Wasserstoﬀs ergibt sich eine Scherschicht, innerhalb der es zu einer tur-
bulenten Vermischung von kaltem Brennstoﬀ (H2) mit dem in der heißen Haupt-
stro¨mung enthaltenen Oxidator (O2) kommt. Aufgrund des Temperaturniveaus und
der Temperaturerho¨hung innerhalb der Scherschicht kommt es zu einer Zu¨ndung des
Brennstoﬀs mit einem fu¨r Diﬀusionsﬂammen im U¨berschall typischen Zu¨ndverzug.
Bei der Berechnung mit dem PEuL-Modell setzt die Verbrennung bei 105mm hinter
der H2-Austrittso¨ﬀnung ein. Im Experiment von Burrows wurde der Zu¨ndverzug in
Abha¨ngigkeit der statischen Temperatur der Hauptstro¨mung ermittelt und fu¨r die
hier simulierten Randbedingungen (siehe Tab. 5.1) mit ∼ 11 cm angegeben.
Abbildung 5.6: Berechnungsnetz mit 14576 Knoten, 21414 Dreieck- und 3536 Rechteck-
elementen (Ausschnittsvergro¨ßerung der Stufe)
In Abbildung 5.8 sind die berechneten Proﬁle von Totaltemperatur und Total-
druck, bezogen auf die jeweiligen Gro¨ßen der Anstro¨mung am Brennkammereintritt,
356mm hinter der Stufe aufgetragen. Diese Position entspricht dem Ende der Mess-
strecke im Experiment und wurde mit Thermo- und Pitotdrucksonden vermessen.
Die Messwerte sind ebenfalls in Abb. 5.8 enthalten. Der eingefu¨hrte Wandabstand
wird von der unteren Kanalwand gemessen. Der in der Simulation berechnete Total-
druck pt wird mit den im Anhang C angegebenen Beziehungen in den Pitotdruck
1
1Der Pitotdruck entspricht dem Ruhedruck, der in einer Stro¨mung mit Pitotdrucksonden gemes-
sen wird. In einer U¨berschallstro¨mung bildet sich vor der Sonde ein senkrechter Verdichtungsstoß,
so dass der Pitotdruck dem Ruhedruck hinter dem Stoß entspricht.
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Abbildung 5.7: Berechnung des Burrows-Experimentes
umgerechnet. Im Vergleich dazu zeigt Abbildung 5.9 den von Gerlinger [88] berech-
neten Totaltemperaturverlauf an gleicher Position. In der Darstellung mitenthal-
ten sind die experimentellen Daten sowie numerische Ergebnisse anderer Autoren,
die hier nicht na¨her diskutiert werden. Gerlinger benutzte fu¨r seine Rechnung ein
detailliertes Reaktionsschema (13 Gaskomponeneten mit 33 Reaktionen) in Ver-
bindung mit einem aufwendigen Low-Reynolds-Turbulenzmodell. Er beru¨cksichtigte
aber nicht die Wechselwirkung von Turbulenz und Verbrennung. Im Ergebnis ist die
Hauptreaktionszone zu schmal und der Totaltemperaturverlauf stimmt nur in etwa
auf der Brennstoﬀseite mit dem Experiment u¨berein. Hingegen gibt die im Rahmen
dieser Arbeit durchgefu¨hrte eigene Rechnung mit dem PEuL-Modell das Experiment
sehr gut wieder, erkennbar an der guten U¨bereinstimmung der berechneten mit den
gemessenen Werten (vgl. Abb. 5.8). Hier zeigt sich die deutliche Verbesserung durch
den Einsatz turbulenter Reaktionsmodelle wie dem PEuL-Modell.
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Abbildung 5.8: Vergleich von Totaltemperatur und Pitotdruckverlauf bei x = 356mm,
Rechnung mit PEuL-Modell
Abbildung 5.9: Verteilung der Staupunkttemperatur nach Gerlinger [88] bei x =
356mm, Vergleich Rechnung Gerlinger mit Hsu und Burrows et al.
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5.3 Axialsymmetrische Diﬀusionsﬂamme bei
U¨berschall
In diesem Abschnitt wird die Diﬀusionsﬂamme vonWasserstoﬀ bei hoher Stro¨mungs-
geschwindigkeit berechnet. Dieser Fall entspricht dem Experiment von Evans et
al. [114], in dem ein kalter axialsymmetrischer Wasserstoﬀstrahl mit einer Machzahl
Ma = 2 in einen heissen coaxialen Mantelstrom aus Luft eingeblasen und verbrannt
wird. Eine Prinzipskizze ist in Abbildung 5.10 dargestellt, die Randbedingungen fu¨r
diesen Fall ﬁnden sich in Tabelle 5.2.
h = 1.5mm
Flamme
d = 9.525mm
Wasserstoff
Luft
Abbildung 5.10: Prinzipskizze des Experimentes nach Evans et al. [114]
p [bar] T [K] Ma [−] YH2 YO2 YH2O YN2
Luft 1.0 1495 1.9 0 0.241 0.281 0.478
Wasserstoﬀ 1.0 251 2.0 1 0 0 0
Tabelle 5.2: Einstro¨mbedingungen fu¨r Luft und Wasserstoﬀ
Die Ergebnisse der eigenen Rechnung werden mit den experimentellen Daten sowie
den numerischen Ergebnissen von Evans [114], Oevermann [56] und Melen [81] ver-
glichen. Evans et al. lo¨sen in [114] die parabolisierte Form der gemittelten Navier-
Stokes Gleichung mit einem k −  Turbulenzmodell. Die Berechnung der turbu-
lenten Verbrennung erfolgt mit einem Eddy-Break-Up Modell in der Form ω˙s =
−CEBUρ
√
Y˜ ′′s

k
, wobei die Konstante CEBU hinsichtlich des Testfalls optimiert wur-
de. Die Kopplung zwischen Dichte-, Temperatur- und Geschwindigkeitsfeld erfolgt
u¨ber die kalorische Zustandsgleichung. Oevermann [56] berechnet die gemittelten
Erhaltungsgleichungen mit einem Finite-Volumen Verfahren unter Verwendung
einer impliziten Zeitdiskretisierung. Die ra¨umliche Diskretisierung erfolgt mit einem
Upwind-Verfahren vom Typ AUSMDV mit TVD-Eigenschaften. Zur Turbulenzmo-
dellierung benutzt auch er ein k −  Turbulenzmodell, die turbulente Verbrennung
modelliert er mit einem laminaren Flamelet-Modell fu¨r turbulente Diﬀusionsﬂam-
men. Der Autor stellt verschiedene Rechnungen vor, welche sich anhand der ver-
wendeten Flamelet-Bibliotheken unterscheiden. Auf die na¨heren Details wird hier
nicht eingegangen. Melen [81] verwendet das in der vorliegenden Arbeit beschriebe-
ne PEuL-Modell, sowie ebenfalls ein k −  Modell zur Turbulenzmodellierung. Die
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numerische Integration der Transportgleichungen erfolgt bei Melen auch mit einem
impliziten Finite-Volumen Verfahren, allerdings in Verbindung mit einer dezen-
tralen Upwind-Korrektur vom Typ non-MUSCL zur ra¨umlichen Diskretisierung.
Die eigene Rechnung wurde auf einem Dreiecksgitter mit 13211 Knoten und 25787
Elementen durchgefu¨hrt (siehe Abb. 5.11), wobei die Auﬂo¨sung im Bereich des H2-
Eintritts und der Mischungsschicht stark erho¨ht ist. Die Diskretisierung erfolgte
unter Ausnutzung der axialen Symmetrie in einem Gebiet von 0 ≤ x/D ≤ 31, 5
und 0 ≤ r/D ≤ 2 (5, 25) am Eintritt (Austritt). Die Wahl des oberen Randes
als Einstro¨mrand diente zur Vermeidung von numerischen Problemen infolge nicht-
reﬂexionsfreier Ausstro¨mra¨nder. Die Dimension des Berechnungsgebietes wurde ent-
sprechend den Rechnungen der Vergleichsautoren gewa¨hlt. Das betrachtete Gebiet
umfasst somit nur den inneren Bereich der Flamme. Die a¨ussere Scherschicht zwi-
schen Mantelstrom und umgebender Luft bleibt unberu¨cksichtigt.
Als Randbedingung fu¨r die Turbulenz wurde fu¨r den Wasserstoﬀ- sowie den Luftmas-
senstrom ein Turbulenzgrad von 1% angenommen. Der Reynolds-Zahl entsprechend
wird fu¨r den Wasserstoﬀstrahl das Geschwindigkeitsproﬁl einer ausgebildeten turbu-
lenten Rohrstro¨mung vorgegeben. Fu¨r die Luft wird am Eintritt das Geschwindig-
keitsproﬁl mit einem turbulenten Proﬁl gema¨ß Abschnitt 3.4 unter Annahme einer
Grenzschichtdicke von 1mm angena¨hert. Als Anfangsbedingung fu¨r die Berechnung
mit dem PEuL-Modell diente die hier nicht gezeigte auskonvergierte Lo¨sung einer
nicht-reaktiven Rechnung.
Das Ergebnis der Stro¨mungsberechnung wird qualitativ anhand der Temperatur-
verteilung in Abbildung 5.12 dargestellt. Aus Gru¨nden der U¨bersichtlichkeit ist in
dieser Darstellung das Berechnungsgebiet um die Achse rotiert, um die Axialsymme-
trie dieses Testfalles hervorzuheben. In der Darstellung ist deutlich der Zu¨ndverzug
zu erkennen. Die Verbrennung des Wasserstoﬀs im heissen Mantelstrom aus Luft
setzt erst weit stromab vom Injektor ein. Eine quantitative Einordnung der Ergeb-
nisse erfolgt im Weiteren durch den Vergleich mit den experimentellen Daten und
x/D
r/D
0 10 20 300
5
Abbildung 5.11: Berechnungsnetz fu¨r das Evans-Experiment mit 13211 Knoten und
25787 Dreieckelementen
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den Ergebnissen der zuvor genannten Autoren.
Die Abbildung 5.13 zeigt die radialen Verla¨ufe des Pitotdruckes der eigenen Rech-
nung im Vergleich zu den experimentellen Daten an verschiedenen axialen Posi-
tionen. Der Pitotdruck berechnet sich dabei aus den Werten der Simulation mit
den im Anhang C angegebenen Beziehungen. Die qualitative U¨bereinstimmung der
Ergbnisse ist im Rahmen einer gewissen Fehlertoleranz gut. Verglichen mit den Ex-
perimenten sind die berechneten Minima zu gering und liegen bei zu großen ra-
dialen Koordinaten. Entlang der Symmetrieachse wa¨chst die U¨bereinstimmung der
eigenen Resultate mit den Messwerten mt zunehmender Lauﬂa¨nge. Die Ergebnis-
se deuten darauf hin, dass mit dem angewendeten Verfahren eine etwas zu große
Aufweitungsrate berechnet worden ist. Im Vergleich dazu sind in Bild 5.14 die ent-
sprechenden berechneten Pitotdruckverla¨ufe von Oevermann und Evans dargestellt.
Die von den Autoren vorgestellten Ergebnisse zeigen eine bessere U¨bereinstimmung
mit den Experimenten, ko¨nnen aber die Aufweitungrate des Wasserstoﬀstrahls auch
nicht richtig wiedergeben. Bei der Beurteilung der Ergebnisse ist zu beru¨cksichtigen,
dass der Einlaufbereich schwierig zu reproduzieren ist. Wie schon die Berechnung
der selbsta¨hnlichen Lo¨sung der ebenen Scherschicht in Abschnitt 5.1 gezeigt hat,
ha¨ngt die Lo¨sung in diesem Bereich stark von den vorgegebenen Randwerten ab.
In den Bildern 5.15 - 5.18 sind die radialen Verla¨ufe der mittleren Massenfraktio-
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Abbildung 5.12: Berechnete Temperaturverteilung des Evans-Experimentes
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Abbildung 5.13: Radialer Verlauf des Pitotdrucks an verschiedenen axialen Positionen
x/D
nen Y˜O2 und Y˜H2O an unterschiedlichen axialen Positionen zusammengestellt. Die
eigenen Werte werden darin den experimentellen Daten und den Ergebnissen der
Vergleichsautoren gegenu¨bergestellt. Der Vergleich aller berechneten Massenfrak-
tionen mit den Messwerten zeigt, dass alle Simulationen innerhalb einer gewissen
Schwankungsbreite zu breite Proﬁle u¨ber die Lauﬂa¨nge ergeben und somit die Auf-
weitungsrate des Wasserstoﬀstrahls u¨berscha¨tzen. Diese Tendenz hat sich schon aus
dem Vergleich der Pitotdruckverla¨ufe ergeben und la¨sst darauf schließen, dass das
k− -Turbulenzmodell, welches von allen Autoren benutzt wurde, trotz der Modiﬁ-
kation die Aufweitung des Strahls nicht korrekt wiedergibt.
Fu¨r die O2-Massenfraktion liefert die eigene Rechnung (Abb. 5.15) mit dem PEuL-
Modell nur am Aussenrand der Diﬀusionsﬂamme eine U¨bereinstimmung mit dem
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Abbildung 5.14: Radialer Verlauf des Pitotdrucks an verschiedenen axialen Positionen
x/D nach Oevermann [56]
Experiment. Zur Achse hin liegen die berechneten Werte deutlich u¨ber den Messda-
ten. Die Ergebnisse deuten darauf hin, dass die berechnete Flammenposition zu weit
stromab liegt. Die Berechnung von Melen mit dem PEuL-Modell gibt diesbezu¨glich
das Experiment besser wieder. Die Diﬀerenz la¨sst sich mit der unterschiedlichen In-
itialisierung der PEuL-Rechnung erkla¨ren und zeigt die Sensitivita¨t dieses Modells
auf. Melen hat seine Simulation ausgehend von einer vorangegangenen Berechnung
mit einem Gleichgewichtsverbrennungsmodell gestartet, d. h. die Diﬀusionsﬂamme
war schon ausgebildet. Die eigene Rechnung hingegen wurde von der konvergierten
Lo¨sung der nicht-reaktiven Stro¨mung aus gestartet. Die Flamme zu¨ndet somit erst
durch die Temperaturerho¨hung in der Scherschicht. Zum Vergleich sind die Pro-
ﬁlverla¨ufe der Flamelet-Berechnungen (Abb. 5.16) und der Rechnungen mit dem
PEuL-Modell (Abb. 5.15) an gleichen axilen Positionen einander gegenu¨bergestellt.
Auﬀa¨llig sind die im Gegensatz zum Experiment steileren Gradienten, die zudem zu
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Abbildung 5.15: Radialer Verlauf des O2-Massenanteils an verschiedenen axialen Posi-
tionen x/D
gro¨ßeren Radien hin verschoben sind. Die Ergebnisse des Eddy-Break-Up Modells
der Rechnungen von Evans [114] zeigen in diesem Punkt einen besseren Verlauf.
Die Abbildungen 5.17 und 5.18 zeigen die Proﬁle der H2O-Massenfraktionen. Deut-
lich zu erkennen ist die qualitative Verbesserung von Flamelet- und PEuL-Modell
gegenu¨ber dem einfacheren Eddy-Break-Up Modell, mit welchem das charakteristi-
sche Maximum in den Verla¨ufen nicht wiedergegeben wird. Der Vergleich der PEuL-
Ergebnisse untereinander (Abb. 5.17) gibt die schon bei den O2-Proﬁlen beobach-
tete Tendenz wieder. Die Maxima der H2O-Kurven sowie die Werte bei r/D = 0
der eigenen Rechnung liegen unter denen von Melen berechneten Ergebnissen, was
auf eine zu weit hinten liegende Flammenposition hindeutet. Die radiale Position
der Maxima liegt bei allen Rechnungen bei zu großen Werten. Dies entspricht der
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Abbildung 5.16: Radialer Verlauf des O2-Massenanteils an verschiedenen axialen Posi-
tionen x/D nach Oevermann [56]
schon zuvor angemerkten Beobachtung, dass die Strahlaufweitung u¨berscha¨tzt wird.
Im Vergleich zum Flamelet-Modell haben die eigenen PEuL-Ergebnisse die gleiche
Gro¨ßenordnung.
Fu¨r die teilweise großen Diﬀerenzen der berechneten Massenanteile zu den Mess-
werten ko¨nnen verschiedene Einﬂussfaktoren ausgemacht werden. Eine Unsicherheit
liegt in der messtechnischen Bestimmung der Massenfraktionen mittels Gaschroma-
tograﬁe. Dazu werden der Stro¨mung mit einer Pitot-Sonde Gasproben entnommen
und analysiert. Die bestimmten Massenfraktionen entsprechen somit der Zusammen-
setzung hinter einem senkrechten Verdichtungsstoss, wobei versucht wurde, durch
Ku¨hlung der Sonde weitere Reaktionen einzufrieren. Ein weiterer mo¨glicher Grund
fu¨r die Abweichungen ergibt sich aus der Wahl des Rechengebietes, welcher nur
den inneren Bereich der Flamme umfasst. Ausserhalb des Mantelstroms sinkt der
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Abbildung 5.17: Radialer Verlauf des H2O-Massenanteils an verschiedenen axialen Po-
sitionen x/D
Pitotdruck wegen der verschwindenden Stro¨mungsgeschwindigkeit auf den Umge-
bungsdruck ab, was in der Rechnung nicht beru¨cksichtigt wird. Somit bleiben Ein-
ﬂu¨sse, die von der a¨usseren Scherschicht zwischen Mantelstrom und umgebender
Luft herru¨hren, unberu¨cksichtigt. Zudem sollte beru¨cksichtigt werden, dass der Ein-
laufbereich von den meisten Turbulenzmodellen nur schwer zu reproduzieren ist und
die Lo¨sung in diesem Bereich stark von der Wahl der Randwerte abha¨ngt.
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Abbildung 5.18: Radialer Verlauf des H2O-Massenanteils an verschiedenen axialen Po-
sitionen x/D nach Oevermann [56]
Kapitel 6
Untersuchung der Wechselwirkung
kompressibler Mischungsschichten
mit Verdichtungssto¨ßen
Kompressible Scherschichten waren beim DLR in Lampoldshausen Thema zahlrei-
cher Untersuchungen [20, 21, 49, 53]. Ziel der Nachforschungen war insbesondere der
Einﬂuss der Kompressibilita¨t auf die turbulente Mischung von Brennstoﬀ und Oxi-
dator in Scramjet-Brennkammern. Durch eine genau deﬁnierte Wechselwirkung mit
einem Verdichtungsstoß wurde versucht, die Wachstumsrate der Mischungsschicht
zu verbessern.
Die Experimente wurden am Versuchsstand M11 durchgefu¨hrt. Dieser ist modular
aufgebaut und besteht im wesentlichen aus einem Lufterhitzer, einer Lavaldu¨se und
der nachfolgenden Versuchsbrennkammer. Im Lufterhitzer kann die Luft durch eine
Wasserstoﬀ-Sauerstoﬀ Vorverbrennung bis auf eine Totaltemperatur von 1500K er-
hitzt werden. Die Du¨se entspannt dann die Luft auf eine Machzahl von Ma = 2.0.
Der maximale Luftmassenstrom betra¨gt 3 kg/s. Die eigentliche Brennkammer hat
einen Rechteckquerschnitt von 40x50mm2 bei einer La¨nge von 350mm. Die obere
und untere Brennkammerwand sind mit 3◦ angestellt, um thermisches Blockieren
der Stro¨mung im Heißgasbetrieb zu verhindern. Eine schematische Darstellung des
Versuchsaufbaus zeigt Abbildung 6.1. Das Einblaselement fu¨r Wasserstoﬀ hat eine
Ho¨he von 6mm und trennt die Brennkammer in zwei Ha¨lften, wobei die Trennung
des Luftstroms bereits im Unterschallteil der Lavaldu¨se erfolgt. Der zugefu¨hrte Was-
serstoﬀ kann bis auf eine Totaltemperatur von 900K erhitzt werden; der maximale
Massenstrom betra¨gt 50 g/s.
Die Ausblasung des Wasserstoﬀ erfolgt parallel zur Hauptstro¨mung durch sechs
eng aneinanderliegende Lavaldu¨sen (Ma = 2.0, ∅ 4mm). Diese Ausblasart wur-
de aufgrund der hohen thermischen Belastungen gewa¨hlt; eine Schlitzdu¨se wu¨rde
sich bei den hohen Temperaturen zu stark verformen. Die Untersuchungen von Nu-
ding [20, 49] haben zudem gezeigt, daß die sechs Einzelstrahlen hinter dem Injektor
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(a) Versuchsaufbau
Lavaldüse Luft (Ma = 2.0)
Stoßerzeuger
variabel
Verdichtungsstoß
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Mischungsschicht
Lavaldüse H2 (Ma = 2.0)
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m
(b) schematische Darstellung
Abbildung 6.1: Darstellung des experimentellen Versuchs zur Untersuchung kompressi-
bler Mischungsschichten
zusammenwachsen und eine quasi 2D Stro¨mung bilden. Dies ist hinsichtlich der Ver-
gleichbarkeit mit den durchgefu¨hrten numerischen 2D-Simulationen von Bedeutung,
da so 3D-Eﬀekte ausgeschlossen werden ko¨nnen.
Die obere Brennkammerwand ist variabel einstellbar, und mit einem Keil kann ein
deﬁnierter Verdichtungsstoß erzeugt werden. Ort und Winkel des Stosses ko¨nnen
in weiten Grenzen variiert werden. Die in den Experimenten von Nuding und Mes-
nier [21, 53] untersuchten Keilwinkel β fu¨r die Anstro¨mmachzahl Ma = 2.0 sind
in Tabelle 6.1 zusammengefasst. Der Stoßwinkel σ gibt Auskunft u¨ber die Sta¨rke
Machzahl Ma 2.0
Keilwinkel β 7◦ 15◦ 20◦
Stoßwinkel σ 34◦ 39◦ 44◦ gemessen
36◦ 45◦ 52◦ theoretisch
Tabelle 6.1: Stoßwinkel σ in Abha¨ngigkeit von Anstro¨mmachzahl und Keilwinkel β, nach
Theorie und gemessen von Nuding [20]
des Verdichtungsstoßes. Die in Tab. 6.1 angegebenen gemessenen Werte fu¨r σ stim-
men nicht mit den Ergebnissen u¨berein, die sich aus den theoretischen Beziehun-
gen fu¨r einen schra¨gen Verdichtungsstoß [46] ergeben. Dies liegt daran, daß die
Stro¨mung hinter der Du¨se nicht uniform verla¨uft und durch den divergierenden
Kanalverlauf vor dem Stoßerzeuger weiter beschleunigt wird. Die Stoßposition be-
zeichnet den Schnittpunkt des Verdichtungsstoßes mit der Scherschicht hinter der
H2-Injektionsebene. Zur Auslegung der Versuchskonﬁguration wird dieser vereinfa-
chend auf die Mittelachse der Brennkammer gelegt. Die von Nuding untersuchten
Stoßpositionen sind 40mm, 60mm und 100mm hinter dem Injektor. Die von Mes-
nier durchgefu¨hrten Experimente beru¨cksichtigten nur eine Stoßposition (40mm).
Die Untersuchung der kompressiblen Scherschichten mit Stoßinteraktion erfolgte bei
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Nuding im wesentlichen durch eine Schlierenmesstechnik1. Der optische Zugang in
die Modellbrennkammer wurde durch Wa¨nde aus Quarzglas realisiert. Die Schlie-
renbilder wurden nach Erhalt einer stationa¨ren Stro¨mung aufgenommen. Die Aus-
wertung der Fotos erfolgte visuell; die Scherschichtdicken wurden an verschiedenen
Positionen hinter dem Einblaselement bestimmt und daraus der O¨ﬀnungswinkel δ
und die Wachstumsrate δ′ = tanh(δ) ermittelt.
6.1 Numerische Simulation
In der numerischen Simulation wird ausschließlich die Stro¨mung stromabwa¨rts des
Wasserstoﬃnjektors betrachtet, weshalb der Versuchsaufbau vereinfacht ohne La-
valdu¨se und Injektorelement modelliert wurde Das geometrische Modell welches fu¨r
die numerischen Berechnungen benutzt wurde ist in Abb. 6.2 dargestellt. Entspre-
chend dem realen Aufbau wurden die deﬁnierte Verdichtungssto¨ße in der Stro¨mung
durch Variation der Anstellung der oberen Brennkammerwand erzeugt.
150mm
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m
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Outflow
Air
Air
7°
H2
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Abbildung 6.2: Geometrie des Nuding-Experimentes
Die Anfangs- und Randbedingungen der hier durchgefu¨hrten numerischen Berech-
1Mit Schlierenaufnahmen werden Dichtegradienten ∂ρ/∂y senkrecht zu einer Schneide im
Messaufbau sichtbar gemacht. Im vorliegenden Fall steht die Schneide parallel zur Brennkam-
merachse, d.h. es werden Dichtegradienten senkrecht zur Haupstro¨mung visualisiert.
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nungen werden u¨ber die Angabe von Totaldruck pti und -temperatur Tti von Luft
und Wasserstoﬀ sowie von statischem Druck p festgelegt. Zusa¨tzlich werden zur
Beru¨cksichtigung der Turbulenz Werte fu¨r den Turbulenzgrad Tu vorgegeben. Die
thermodynamischen Randbedingungen sind in Tab. 6.2 zusammengefasst.
Mac 0.26 0.62 0.9 1.21 1.4
H2 Air H2 Air H2 Air H2 Air H2 Air
Ma [−] 2.0
pt [bar] 7.926
u [m
s
] 1520 1171 1861 984 2039 773 2843 696 568 3224
Tt [K] 180 1530 270 1080 324 666 630 540 810 360
T [K] 100 850 150 600 180 370 350 300 450 200
s = ρH2/ρAir 1.683 3.576 6.959 16.69 32.187
r = uH2/uAir 0.771 0.529 0.379 0.245 0.176
Tabelle 6.2: Einstro¨mbedingungen fu¨r Luft und Wasserstoﬀ
Als Randbedingungen fu¨r das Turbulenzmodell wurde fu¨r die turbulente kinetische
Energie der Luftstro¨mung ein Turbulenzgrad von 2% und fu¨r den Wasserstoﬀstrahl
ein Turbulenzgrad von 5% angenommen. Die Dissipationsraten wurden u¨ber das
integrale La¨ngenmaß abgescha¨tzt, wobei fu¨r das La¨ngenmaß die Kanalho¨he bzw.
der Durchmesser der H2-Einblasung gewa¨hlt wurde.
6.2 Berechnungsergebnisse
Entsprechend den experimentellen Untersuchungen von Nuding wurden numerische
Berechnungen durchgefu¨hrt, um den Einﬂuss von konvektiver Machzahl und Ver-
dichtungssto¨ßen auf das Wachstum von Mischungsschichten zu untersuchen. Im fol-
genden werden ausgewa¨hlte Berechnungsergebnisse vorgestellt. Weitere Ergebnisse
sind in unterschiedlichen Arbeiten [115, 116, 117] vero¨ﬀentlicht. Zur Deﬁnition der
Berechnungsfa¨lle wurden die thermodynamischen Randbedingungen und Geometri-
en der Berechnungsnetze gema¨ß den im vorigen Abschnitt beschriebenen Annahmen
und Methoden festgelegt.
Einen ersten qualitativen Eindruck u¨ber die Ergebnisse la¨sst sich aus Abbildung 6.3
gewinnen. Abbildung 6.3(a) zeigt das mehrfach adaptierte Berechnungsnetz fu¨r den
Berechnungsfall Mac = 0.9 mit 15472 Knoten und 32715 Elementen. In Abb. 6.3(b)
ist die sich ergebende Dichteverteilung dargestellt. Die Geometrie in diesem Fall ist
so gewa¨hlt, daß sich ein Keilwinkel von 7◦ ergibt und der resultierende Verdichtungs-
stoß x0 = 60mm hinter der H2 Einstro¨mung auf die Mischungsschicht triﬀt. Sowohl
das Berechnungsnetz als auch die Dichteverteilung zeigen das komplexe Stro¨mungs-
feld und die Interaktion von Expansionsfa¨cher und Verdichtungsstoß mit der Mi-
schungschicht. Der Verdichtungsstoß wird durch die untere Brennkammerwand re-
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Abbildung 6.3: Adaptiertes Berechnungsnetz und berechnete Dichteverteilung des
Nuding-Experimentes (Mac = 0.9, x0 = 60mm, Keilwinkel β = 7
◦)
ﬂektiert und triﬀt im weiteren Verlauf ein zweites Mal auf die Mischungsschicht. Im
Bereich des ersten Auftreﬀpunktes des Verdichtungsstoßes auf die Mischungsschicht
ist eine deutliche Aufweitung der Schicht sichtbar. Durch die Interaktion mit dem
Stoß wird die Hauptstro¨mung des Wasserstoﬀstrahls in Stoßrichtung umgelenkt.
Weiter stromab ist eine Einschnu¨rung erkennbar. Eine weitere Aufweitung la¨sst sich
im Bereich des zweiten Auftreﬀpunktes sehen.
In Abbildung 6.4 erfolgt ein direkter Vergleich von experimentellem und numeri-
schem Ergebnis. In der Darstellung wird eine die Ausschnittsvergro¨sserung einer
Schlierenaufnahme (Abb. 6.4(a)) der Stro¨mung hinter dem Einblaselement dem ent-
sprechenden Ausschnitt der berechneten Dichtegradienten (Abb. 6.4(b)) gegenu¨ber-
gestellt. Gut erkennbar in beiden Bildern ist der Verlauf des Verdichtungsstoßes.
Dieser wird beim Auftreﬀen auf die Wasserstoﬀstro¨mung steiler und in der Luft-
stro¨mung wieder in die urspru¨ngliche Richtung umgelenkt.
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(a) Schliereaufnahme [20] (b) berechnete Dichtegradienten∂ρ/∂y
Abbildung 6.4: Vergleich von Schlierenaufnahme und berechnete Dichtegradienten fu¨r
die Stro¨mung mit Stoßinduzierung
Die Entwicklung der Mischungsschicht in Stro¨mungsrichtung la¨sst sich anhand von
Geschwindigkeits- bzw. Massenanteilproﬁlen beobachten. In Abbildung 6.5 sind die
mittleren Geschwindigkeiten sowie in Abb. 6.6 die mittleren H2-Massenanteile an
verschiedenen Positionen stromab fu¨r die ungesto¨rte Stro¨mung sowie die Stro¨mung
mit Stoßeinwirkung aufgetragen. Im Referenzfall sind die Proﬁle nahezu symme-
trisch, wohingegen im Fall der Stro¨mung mit Stoßinteraktion die Stro¨mung deutli-
che beeinﬂußt wird. Eine Aufweitung und Verlagerung der Mischungsschicht in die
untere Ha¨lfte ist erkennbar.
Zur quantitativen Beurteilung der Ergebnisse wird entsprechend der in Abschnitt
5.1.1 beschriebenen Vorgehensweise die normierte Aufweitungsrate Cδ als Funktion
der konvektiven Machzahl Mac betrachtet (vgl. auch Gl. (5.4)). Die Mischungs-
schichtdicke δ(x) wird hier durch die Punkte im Proﬁl der Wasserstoﬀverteilung
bestimmt, an der der H2-Anteil 1% betra¨gt.
In Abbildung 6.7 sind die Berechnungsergebnisse in Abha¨ngigkeit von der konvek-
tiven Machzahl fu¨r die beiden betrachteten Fa¨lle (Stro¨mung ohne und mit Stoßein-
wirkung) aufgetragen. Ein Vergleich erfolgt mit den experimentell ermittelten Daten
von Nuding [49]. Als Referenz ist die von Nuding angegebene Ausgleichsfunktion der
normierten Wachstumsrate (vgl. Gl. (2.14)) mit eingetragen. Im Fall der ungesto¨rten
Stro¨mung (Abb. 6.7(a)) erkennt man den aus der Literatur bekannten Abfall der
Aufweitungsrate mit steigender konvektiver Machzahl. Es zeigt sich eine sehr gute
U¨bereinstimmung der numerischen Ergebnisse mit den experimentellen Daten.
Bei der Stro¨mung mit Stoßeinwirkung (vgl. Abb. 6.7(b)) erkennt man den Einﬂuss
des Verdichtungsstoßes auf die Wachstumsrate. Es zeigt sich erneut ein Abfall mit
steigender konvektiver Machzahl. Dieser ist aber nun weniger stark, wie man aus
dem Vergleich mit der Referenzfunktion ableiten kann. Auch in diesem Fall ergibt
sich eine sehr gute U¨bereinstimmung mit den Daten von Nuding.
In den hier durchgefu¨hrten Untersuchungen konnte gezeigt werden, daß durch Stoß-
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Abbildung 6.5: Vergleich von berechneten Geschwindigkeitsproﬁlen fu¨r den Berech-
nungsfall Mac = 0.9 (a) ohne Stoßeinwirkung und (b) mit Stoßeinwir-
kung (x0 = 60mm, Keilwinkel β = 7
◦)
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Abbildung 6.6: Vergleich von berechneten H2-Massenanteil fu¨r den Berechnungsfall
Mac = 0.9 (a) ohne Stoßeinwirkung und (b) mit Stoßeinwirkung
(x0 = 60mm, Keilwinkel β = 7
◦)
Scherschicht Interaktion eine Erho¨hung des Scherschicht-Wachstums erreicht werden
kann. Eine Verbesserung der Wachstumsrate la¨sst sich mit steigender konvektiver
Machzahl zeigen. Eine Variation der Stoßsta¨rke (hier nicht dargestellt) zeigte auf,
das gro¨ßere Keilwinkel auch dickere Scher- bzw. Mischungsschichten hervorrufen.
Eine vera¨nderte Stoßposition zeigte hingegen keinen Einﬂuß. Eine gute U¨berein-
stimmung mit den Experimenten von Nuding ist gegeben, auch wenn nicht alle
Ergebnisse nachvollzogen werden konnten. Eine mo¨gliche Begru¨ndung hierfu¨r ist die
Reduzierung des eigentlich dreidimensionalen Stro¨mungsproblems auf zwei Dimen-
sionen.
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Abbildung 6.7: Vergleich der Aufweitungsrate in Abha¨ngigkeit der konvektive Machzahl
ohne und mit Stoßeinwirkung
Kapitel 7
Stro¨mungssimulation von
Scramjet-Modellbrennkammern
7.1 Das Forschungsprojekt JAPHAR
Die in diesem Abschnitt vorgestellten Ergebnisse wurden im Rahmen des deutsch-
franzo¨sischen Gemeinschaftsprojektes Japhar gewonnen. Japhar steht fu¨r
”
Joint
Airbreathing Propulsion for Hypersonic Application Research“. Dieses Projektes
war Bestandteil der Kooperation der franzo¨sischen Onera und des deutschen Dlr
auf dem Gebiet der Hyperschalltechnologie. Ziel dieses auf vier Jahre angesetzten
Vorhabens war es, die in den nationalen Forschungsprogrammen erarbeiteten Ergeb-
nisse auf dem Gebiet der luftatmenden Hyperschallﬂuggera¨te in ein gemeinsames
Projekt einzubringen und darin mit relativ geringem ﬁnanziellen Aufwand weiterzu-
entwickeln. Zu diesem Zweck wurde ein Flugdemonstrator projektiert, der aufgrund
seiner Flugtrajektorie wesentliche geringere Anforderungen an die Auslegung stellt
als ein fu¨r Transportaufgaben ausgelegter Orbiter, andererseits aber in weiten Be-
reichen die physikalischen Probleme aufweist, die Hyperschallﬂuggera¨te charakteri-
sieren. In Abbildung 7.1 ist ein Windkanalmodell des Japhar Flugdemonstrators
dargestellt. Um den gesamten mo¨glichen Flugmachzahlbereich vonMa0 = 4 bis u¨ber
Ma0 = 8 abzudecken, ist als Antrieb ein Dual Mode Ramjet (DMR) vorgesehen, der
bis etwa Ma0 = 6 mit Unterschallverbrennung und nach einem U¨bergangsbereich
mit gemischter Verbrennung bei steigendender Flugmachzahl mit U¨berschallverbren-
nung arbeitet. Hauptziel des Projektes war der Nachweis der Funktionsfa¨higkeit des
Dual Mode Ramjets (DMR). Dementsprechend war das Fluggera¨t in Gro¨ße und
Missionsproﬁl einzig und allein als Versuchstra¨ger ausgelegt. Aufgrund seiner Spe-
ziﬁkationen dient es aber gleichzeitig als realistische Planungsgrundlage fu¨r die ein-
zelnen Komponenten des Antriebssystems. Die Gesamtgro¨ße liegt bei etwa 10m
und einem Gesamtgewicht von 2 t. Als Demonstrator konzipiert ist das Fluggera¨t in
der vorgesehenen Konﬁguration nicht startfa¨hig und wird mit einem Boostersystem
auf die erforderliche Flugmachzahl beschleunigt. Als Treibstoﬀ ist gasfo¨rmiger Was-
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Abbildung 7.1: Windkanalmodell des Flugdemonstrators Japhar
serstoﬀ vorgesehen, um den aufwendigen Einsatz von Kryotechnik zu vermeiden.
Ebenso wird auf eine aktive Ku¨hlung des Antriebes verzichtet, was sich jedoch mit
den kurzen Missionszeiten vereinbaren la¨sst.
Innerhalb des Projektes war die Arbeit in verschiedene Arbeitsgruppen aufgeteilt,
in deren Mittelpunkt Entwicklung und Test des Dual Mode Ramjets (DMR) stand.
Die Auslegung des DMR Antriebes erforderte aerodynamische Studien, die sich ne-
ben den Einlauf- und Du¨senuntersuchungen mit der Integration des Antriebes in
das Fluggera¨t befassten. Direkt damit verbunden waren Systemanalysen, in wel-
chen die Auslegung und Missionsproﬁl des Fluggera¨tes erarbeitet wurden. Innerhalb
der Systemanalyse wurde auch die Synthese der Ergebnisse der einzelnen Teilbe-
reiche gebildet. Eine weitere Arbeitsgruppe untersuchte Mo¨glichkeiten der Boden-
und Flugtestinstrumentierung, um den gesteigerten Anforderungen, die sich aus dem
Missionsproﬁl ergeben, gerecht zu werden.
Neben der angewandten Forschung wurde von beiden Partnern auch die Grundla-
genforschung im Bereich der U¨berschallverbrennung fortgefu¨hrt, um das technologi-
sche Basiswissen fu¨r zuku¨nftige Anwendungen zu erweitern. Auf franzo¨sischer Seite
wurde die experimentelle Arbeit am Laboratorium Laerte in Palaiseau bei Paris
fortgesetzt, welches schon wa¨hrend des Prepha Projektes zu Untersuchungen der
U¨berschallverbrennung genutzt wurde. Von deutscher Seite wurden die Ergebnisse
der Versuche am Scramjet-Pru¨fstand M11 beigesteuert, welcher am Dlr Standort
Lampoldshausen betrieben wird. Zudem wurden Grundlagenversuche durchgefu¨hrt,
um den Einﬂuss der Formgebung von Keilinjektoren auf den Mischungs- und Ver-
brennungsprozess in Scramjet-Brennkammern zu untersuchen.
Ein Schwerpunkt dieser experimentellen Arbeiten war u. a. die Qualiﬁzierung mo-
derner diagnostischer Verfahren, insbes. optischer Messmethoden wie PIV1 , fu¨r
den Einsatz bei reaktiven Stro¨mungen im Hochgeschwindigkeitsbereich. Die gewon-
nen Daten tragen zum grundlegenden Versta¨ndnis der komplexen physikalischen
Pha¨nomene bei und dienen zur (Weiter-)Entwicklung physikalischer Modelle. In-
nerhalb dieses Teilprojektes wurde die Stro¨mung in den untersuchten Scramjet-
Brennkammern mit numerischen Verfahren simuliert und mit den experimentellen
1PIV - Particle Image Velocimetry
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Daten verglichen. Fu¨r die hier vorgestellten Simulationen wurden das in dieser Arbeit
beschriebene Finite-Elemente Verfahren in Verbindung mit dem PEuL-Modell
sowie der fu¨r die in Abschnitt 7.3 gezeigte Untersuchung der Laerte-Brennkammer
genutzte Forschungscode MSD [43] der Onera verwendet.
Die Ergebnisse der numerischen Arbeit innerhalb dieses Teilprojektes werden in den
nachfolgenden Abschnitten vorgestellt. Fu¨r weitergehende Informationen u¨ber das
Japhar - Projekt sei auf Novelli und Koschel [10, 118] verwiesen.
7.2 DLR-Versuchsbrennkammer M11
Die Wasserstoﬀ-Verbrennung in U¨berschall-Luftstro¨mungen ist das Thema zahlrei-
cher experimenteller Untersuchungen. So wurde u. a. am DLR Institut fu¨r Raum-
fahrtantriebe in Lampoldshausen in einer Vielzahl von Versuchen neben der Quali-
ﬁzierung neuer Messmethoden eine umfangreiche Datenbasis erbeitet. [21, 51] Diese
Experimente bilden die Grundlage und Motivation der hier vorgestellten numeri-
schen Untersuchungen.
Der Aufbau des Scramjet-Pru¨fstandes M11 ist in Abbildung 7.2 dargestellt. Der
Abbildung 7.2: Versuchsaufbau des Pru¨fstandes M11 am Institut fu¨r Raumfahrtantriebe
des Dlr Lampoldshausen
grundlegende Aufbau des Pru¨fstandes ist bereits in Kapitel 6 beschrieben. In der
hier betrachteten Konﬁguration beﬁndet sich in der Mitte des Kanals ein Keil, u¨ber
den der Wasserstoﬀ eingeblasen wird. Die Einblasung erfolgt parallel zur Haupt-
stro¨mungsrichtung u¨ber 15 Bohrungen mit einem Durchmesser von 1mm an der
Basis des Keils. Die fu¨r die Simulationen wichtigen geometrischen Abmessungen
sind in Abbildung 7.3 dargestellt.
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Abbildung 7.3: Geometrische Abmessungen der M11 Versuchsbrennkammer
Das Stro¨mungsfeld in der Versuchsbrennkammer kann im wesentlichen als zweidi-
mensional angenommen werden, so dass es mit dem in Abschnitt 4.3.1 vorgestell-
ten numerischen Verfahren simuliert werden kann. In den folgenden Abschnitten
werden die Ergebnisse dreier verschiedener Rechnungen vorgestellt und experimen-
tell gewonnenen Daten gegenu¨bergestellt. In Abschnitt 7.2.1 wird die Stro¨mung
in der Brennkammer ohne Wasserstoﬀ-Einblasung und in Abschnitt 7.2.2 die nicht-
reaktive Stro¨mung mit Wasserstoﬀ-Einblasung betrachtet. Anschließend wird in Ab-
schnitt 7.2.3 die Stro¨mung mit Verbrennung untersucht. Die Eintrittsbedingungen
fu¨r die Luft und den Wasserstoﬀ der jeweiligen Testfa¨lle sind in Tabelle 7.1 zu-
sammengefasst. Fu¨r die einstro¨mende Luft werden zwei Fa¨lle unterschieden: Fall
1 fu¨r das Experiment ohne, Fall 2 mit Wasserstoﬀverbrennung. Als Randbedin-
Wasserstoﬀ Luft
1) 2)
Ma 1.0 2.0
pt [bar] 2.3 7.51 7.37
Tt [K] 480 600 780
m˙ [kg/s] 1.5 · 10−3 1.495 1.275
YH2 1.0 - -
YO2 - 0.2063 0.2047
YH2O - 0.0491 0.0766
YN2 - 0.7446 0.7187
Tabelle 7.1: Einstro¨mbedingungen fu¨r Luft und Wasserstoﬀ: 1) Testfall ohne Verbren-
nung, 2) Testfall mit Verbrennung
gungen fu¨r das Turbulenzmodell wurde fu¨r die turbulente kinetische Energie der
Luftstro¨mung ein Turbulenzgrad von 2% und fu¨r den Wasserstoﬀstrahl ein Tur-
bulenzgrad von 5% angenommen. Die Dissipationsraten wurden u¨ber das integrale
La¨ngenmaß abgescha¨tzt, wobei fu¨r das La¨ngenmaß die Kanalho¨he bzw. der Durch-
messer derH2-Einblasung gewa¨hlt wurde. Die hier vorgestellten Rechnungen wurden
ohne Beru¨cksichtigung der Grenzschichten an der oberen und unteren Brennkam-
merwand durchgefu¨hrt.
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7.2.1 Stro¨mung ohne Wasserstoﬀeinblasung
In der ersten der drei hier vorgestellten Simulationen wird das Stro¨mungsfeld in
der Brennkammer ohne Wasserstoﬀ-Einblasung betrachtet. In Abb. 7.4(a) ist das
zugeho¨rige adaptierte Berechnungsgitter mit 23722 Knoten und 46900 Elementen
dargestellt. Abbildung 7.4(b) zeigt die berechnete Dichteverteilung. Das Stro¨mungs-
feld ist durch zahlreiche Verdichtungssto¨ße und Expansionswellen charakterisiert,
welche durch die lokale Verfeinerung des Gitters gut aufgelo¨st werden.
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(a) Berechnungsnetz 23722 Knoten und 46900 Elementen
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Abbildung 7.4: Adaptiertes Berechnungsnetz und Dichteverteilung
In Abb. 7.5 wird eine Schlieren-Aufnahme der Stro¨mung hinter dem Keil dem ent-
sprechendem Ausschnitt der berechneten Dichtegradienten gegenu¨bergestellt. Gut
zu erkennen in beiden Darstellungen sind das hinter der Keilbasis (1) beﬁndliche
Rezirkulationsgebiet (7), die Expansionsfa¨cher (4) an den Hinterkanten des Keils,
die von der Keilspitze ausgehenden und an den Kanalwa¨nden reﬂektierten schra¨gen
Verdichtungssto¨ße (2) sowie die Rekompressionssto¨ße (5), welche die Stro¨mung wie-
der in Hauptstro¨mungsrichtung umlenken. Der Expansionsfa¨cher der divergierenden
oberen Kanalwand ist mit (3) benannt und ist in der Darstellung der Simulation
weniger gut erkennbar. Position (6) im Schlierenbild kennzeichnet eine Kompressi-
onswelle, welche durch einen Oberﬂa¨chenfehler am Keil generiert wurde und daher
in der Rechnung nicht vorhanden ist. Das Stro¨mungsfeld wird weitestgehend durch
gasdynamische Eﬀekte beeinﬂusst – viskose Eﬀekte und Turbulenzeinﬂuss sind auf
das Nachlaufgebiet und die Wandgrenzschichten beschra¨nkt.
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(a) Schlierenaufnahme [50] (b) Berechnete Dichtegradienten ∂ρ/∂y
Abbildung 7.5: Vergleich von Schlierenaufnahme und berechneten Dichtegradienten fu¨r
die Stro¨mung ohne Wasserstoﬀeinblasung
Die Proﬁle des Pitotdruckes pt2 an den Positionen x = 40mm und x = 160mm sind
in Abb. 7.6 dargestellt. Der Vergleich zeigt eine gute quantitaive U¨bereinstimmung
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Abbildung 7.6: Pitot-Druck Verteilung
zwischen der Rechnung und den Messwerten. Dabei ist allerdings die begrenzte An-
zahl an Messstellen zu beru¨cksichtigen, die nur eine eingeschra¨nkte Beurteilung des
Ergebnisses zula¨sst. Deutlich erkennbar jedoch ist das verringerte Energieniveau der
Stro¨mung hinter dem Keil und die Verschiebung des Druckminimums weiter stromab
hin zur oberen Kanalwand. Diese Verlagerung ergibt sich aus der ungleichma¨ßigen
Beschleunigung der Stro¨mung durch die asymmetrische Divergenz des Kanals.
Ein Vergleich der berechneten mittleren Geschwindigkeitskomponenten in und quer
zur Hauptstro¨mungsrichtung (v˜x und v˜y) mit LDA-Messwerten
2 an zwei Positionen
2Bei der Laser-Doppler-Aneometrie (LDA) wird die Geschwindigkeit von der Stro¨mung bei-
gefu¨gten Partikeln gemessen, die den Fokus zweier Laserstrahlen durchdringen. Die Geschwindig-
keit errechnet sich dann aus der Verschiebung des Interferenzmusters des Laserlichtes.
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hinter dem Keil erfolgt in Abb. 7.7. Die Messwerte werden von der Rechnung zu-
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Abbildung 7.7: Geschwindigkeitskomponenten in und quer zur Hauptstro¨mungsrichtung
an verschiedenen axialen Positionen
friedenstellend wiedergegeben. Auﬀa¨llig ist der Unterschied in den Extremwerten im
Nachlaufgebiet hinter dem Keil (x = 11mm). Die Lage der Extrema an dieser Posi-
tion wird hingegen gut getroﬀen. Diese Diﬀerenz la¨sst sich mit der Massentra¨gheit
der zur Geschwindigkeitsmessung der Stro¨mung beigefu¨gten Partikel erkla¨ren. Diese
sind bei der hohen Geschwindigkeit nicht immer in der Lage der Stro¨mung zu folgen,
so dass große Geschwindigkeitsgradienten gerade im Bereich des Nachlaufgebietes
von der Messung nicht aufgelo¨st werden ko¨nnen. An der Position x = 166mm hinter
dem Keil hat sich die Rechung dem Niveau der Messung angeglichen. An dem Proﬁl
der Querstro¨mungsgeschwindigkeit v˜y ist hier gut die Asymmetrie der Stro¨mung
aufgrund der divergierenden oberen Kanalwand erkennbar.
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7.2.2 Nicht-reaktive Stro¨mung mit Wasserstoﬀeinblasung
Nach der Betrachtung der Stro¨mung ohne Wasserstoﬀeinblasung erfolgt nun die Un-
tersuchung der nicht-reaktiven Stro¨mung mit Wasserstoﬀeinblasung aus der Keilba-
sis. Abbildung 7.8(a) zeigt dazu das mehrfach adaptierte Berechnungnetz mit 23223
Knoten und 45879 Elementen. In Abb. 7.8(b) und Abb. 7.8(c) sind die berechnete
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Abbildung 7.8: Berechnungsnetz, Dichte- und Druckverteilung fu¨r die Simulation der
Stro¨mung mit H2-Einblasung
Dichte- und Druckverteilung abgebildet. In den Darstellungen mit enthalten ist die
sonische Linie (Ma = 1). Das Stro¨mungsfeld zeigt vergleichbare globale Struktu-
ren wie der Fall ohne Wasserstoﬀeinblasung. Jedoch treten an der Grenze zwischen
Wasserstoﬀ und Luft zusa¨tzliche Pha¨nomene auf.
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Abbildung 7.9 zeigt eine Gegenu¨berstellung von Schlierenaufnahme mit den gerech-
neten Dichtegradienten. Wie schon in der Darstellung der Stro¨mung ohne Wasser-
stoﬀeinblasung in Abb. 7.5 sind auch hier die Stro¨mungseﬀekte deutlich zu erkennen.
Im Vergleich werden die Strukturen der Stro¨mung durch die numerische Simulati-
on qualitativ in allen Details wiedergegeben. Diﬀerenzen zeigen sich jedoch insbes.
in der Auspra¨gung des oberen Rekompressionsstosses, der in der Rechnung nicht
aufgelo¨st worden ist. Erst die Reﬂexion des Stosses an der oberen Kanalwand ist
deutlich erkennbar.
(a) Schlierenaufnahme [50] (b) Berechnete Dichtegradienten ∂ρ/∂y
Abbildung 7.9: Vergleich von Schlierenaufnahme und berechneten Dichtegradienten fu¨r
die Stro¨mung mit Wasserstoﬀeinblasung
Der Pitotdruckverlauf ist an den Positionen x = 40mm und x = 160mm in Abb. 7.10
dargestellt. Auch hier zeigt sich im Vergleich wie im vorangegangenen Fall der
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Abbildung 7.10: Pitot-Druck Verteilung an verschiedenen axialen Positionen
Stro¨mung ohne Wasserstoﬀeinblasung eine gute quantitative U¨bereinstimmung zwi-
schen der Rechnung und den Messwerten. Im Vergleich zu den Verla¨ufen in Abb. 7.6
erkennt man hier in der gerechneten Kurve die Kernstro¨mung aus Wasserstoﬀ mit
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dem verringerten Energieniveau. Auch hier ist der Vergleich zum Experiment auf
Grund der geringen Anzahl Meßpunkte nur eingeschra¨nkt mo¨glich.
Die Verla¨ufe der Geschwindigkeitskomponente v˜x in Kanalrichtung an vier Posi-
tionen sind in Abb. 7.11 zusammengestellt. Sowohl die Lage als auch die Sta¨rke
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Abbildung 7.11: Geschwindigkeitskomponenten in Hauptstro¨mungsrichtung an ver-
schiedenen axialen Positionen
der Extremwerte werden von der Rechnung gut wiedergegeben. Tendenziell ist das
Minimum der Geschwindigkeit in der Mitte des Kanals gegenu¨ber den Meßwer-
ten leicht nach oben verschoben. Unmittelbar nach Austritt aus der Du¨se wird der
Wasserstoﬀstrahl wegen des geringen Druckniveaus im Rezirkulationsgebiet hinter
dem Keil zuna¨chst beschleunigt und dann durch einen senkrechten Verdichtungsstoß
verzo¨gert, so daß bei x ≈ 58mm die Geschwindigkeit nur noch 1/3 der hohen Aus-
trittsgeschwindigkeit von 1200m/s betra¨gt. Im weiteren Stro¨mungsverlauf wird der
Strahl dann wieder beschleunigt und erreicht ab x ≈ 160mm eine nahezu konstante
Geschwindigkeit von 700m/s.
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Bild 7.12 zeigt die Quergeschwindigkeitskomponente v˜y an denselben Positionen x
in Stro¨mungsrichtung hinter dem Keil wie in Abb. 7.11. Im Vergleich zu der Ge-
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Abbildung 7.12: Geschwindigkeitskomponenten quer zur Hauptstro¨mungsrichtung an
verschiedenen axialen Positionen
schwindigkeitskomponente in Stro¨mungsrichtung ist die U¨bereinstimmung mit den
Meßwerten hier deutlich schlechter, teilweise kann keine qualitative A¨hnlichkeit -
inbesondere im Bereich bis x ≈ 100mm hinter dem Keil - mehr festgestellt wer-
den. Der Betrag der Geschwindigkeitskomponente quer zur Stro¨mung ist deutlich
geringer as der Betrag der Komponente in Hauptstro¨mungsrichtung. Meßfehler ma-
chen sich daher in dieser Komponente sta¨rker bemerkbar. Die relative A¨nderung der
Quergeschwindigkeit ist an den schra¨g im Kanal verlaufenden Verdichtungssto¨ßen
deutlich ho¨her als fu¨r die Komponente in Stro¨mungsrichtung. Problematisch bei den
LDA-Messungen ist der Schlupf der beigesetzten Partikel und die damit verbundene
Relaxation hinter den Sto¨ßen. Dieses Problem fu¨hrt zu hohen Meßfehlern an Sto¨ßen
und ko¨nnte eine Erkla¨rung fu¨r die Diﬀerenzen sein.
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7.2.3 Reaktive Stro¨mung
Als abschließende Berechnung dieses Experimentes wird die Durchstro¨mung der
Versuchsbrennkammer mit Wasserstoﬀverbrennung vorrgestellt. Die Daten der An-
stro¨mung sind der Tabelle 7.1 zu entnehmen. Die Temperatur der Luftstro¨mung ist
so gewa¨hlt, daß die H2-Verbrennung mit dem zuvor beschriebenen PEuL-Modell
simuliert werden kann.
Abbildung 7.13: Berechnete Temperaturverteilung
Das mehrfach adaptierte Berechnungsnetz mit 31095 Knoten und 61502 Elementen
sowie die Machzahlverteilung des Berechnungsergebnisses sind in Abb. 7.14 zu sehen.
In der Machzahldarstellung ist zusa¨tzlich die sonische Linie Ma = 1 eingezeichnet.
In der gesamten Verbrennungszone verla¨uft die Stro¨mung subsonisch.
Eine signiﬁkante Temperaturerho¨hung erfolgt in der numerischen Simulation bei
x ≈ 35mm; dies ist in etwa der Auftreﬀpunkt des an der Kanalwand reﬂektierten
Vorderkantenstoßes auf die Wasserstoﬀstro¨mung. Ein Zusammenhang zwischen dem
Auftreﬀen des Verdichtungsstoßes und der Zu¨ndung des Wasserstoﬀes ist nahelie-
gend. Die maximale Temperatur T ≈ 2000K wird in der Simulation bei x > 150mm
erreicht.
Ein qualitativer Vergleich des berechneten Stro¨mungsfeldes und des Experimentes
wird in Abb. 7.15 gezeigt. Darin sind eine Schattenaufnahme des Experimentes sowie
die berechneten Dichtegradienten dargestellt. Die stro¨mungsmechanischen Pha¨no-
mene werden durch die lokale Adaption des Berechnungsnetzes gut aufgelo¨st. Im
Vergleich zu der Schattenaufnahme zeigt die Rechnung eine breitere Verbrennungs-
zone, wobei die charakteristische Form mit der Aufweitung direkt hinter dem Keil,
anschließender Kontraktion und dann erneut schwacher Aufweitung richtig wieder
gegeben wird. Sowohl in der Rechnung als auch im Experiment werden die von den
Kanalwa¨nden reﬂektierten Verdichtungssto¨ße aufgrund der in der Verbrennungs-
schicht vorherrschenden Unterschallstro¨mung als Expansionswellen weitergeleitet.
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Abbildung 7.14: Berechnungsnetz, Machzahl- und Temperaturverteilung fu¨r die Simu-
lation der reaktiven Stro¨mung
(a) Schattenaufnahme [50] (b) Berechnete Dichtegradienten ∂ρ/∂y
Abbildung 7.15: Vergleich von Schattennaufnahme und berechneten Dichtegradienten
fu¨r die reaktive Stro¨mung
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Im weiteren wird die berechnete Geschwindigkeit mit den im Experiment mittels der
LDA-Methode gemessenen Werten verglichen. Abbildung 7.16 zeigt Proﬁlschnitte
der Geschwindigkeitskomponente in Hauptstro¨mungsrichtung an zwei verschiedenen
Positionen hinter dem Keil, Abb. 7.17 zeigt die entsprechenden Proﬁle quer zur
Stro¨mung.
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Abbildung 7.16: Geschwindigkeitskomponenten in Hauptstro¨mungsrichtung an ver-
schiedenen axialen Positionen
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Abbildung 7.17: Geschwindigkeitskomponenten quer zur Hauptstro¨mungsrichtung an
verschiedenen axialen Positionen
Bei x = 58mm hinter dem Keil entspricht das Niveau der berechneten Geschwin-
digkeiten in der Verbrennungszone sowohl in x- als auch in y-Richtung noch den
Meßwerten, bei den nachfolgenden Positionen hingegen treten Abweichungen zu den
Messungen auf. Bei x = 90mm ist noch eine qualitative U¨bereinstimmung erkennbar.
Die Lage des Extremwertes in Hauptstro¨mungsrichtung innerhalb der Verbrennungs-
zone wird in etwa richtig wieder gegeben, bei der Querstro¨mungsgeschwindigkeit
zeigt sich abgesehen vom oberen Teil eine gute U¨bereinstimmung. Weiter stromab
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(bei x ∼ 166mm, hier nicht mehr dargestellt) weichen die Ergebnisse hingegen in
beide Koordinatenrichtungen qualitativ und quantitativ ab. Zusammenfassend la¨sst
sich sagen, daß insbesondere im hinteren Bereich der Brennkammer die berechnete
Geschwindigkeit deutlich u¨ber den Messungen liegen, zudem u¨berschreitet in der
Simulation die Geschwindigkeit innerhalb der Verbrennungszone die sie umgebende
Luftstro¨mung, wohingegen sie im Experiment darunter bleibt.
Einen Hinweis fu¨r eine qualitative Erkla¨rung la¨sst sich aus Abb. 7.15 ableiten. Im
Vergleich zur Schattenaufnahme zeigt die Simulation eine gro¨ßere Strahlbreite, der
sich eine sta¨rkere Kontraktion als im Experiment anschließt. Die Beschleunigung der
Stro¨mung im Unterschall erfolgt neben der thermischen Expansion vor allem durch
die Verengung des Strahlquerschnittes. Die im Vergleich zum Experiment sta¨rkere
Kontraktion bedingt eine zu große Beschleunigung der Stro¨mung in der Rechnung.
Abbildung 7.18 zeigt die berechneten Proﬁle der Temperatur an den Positionen
x = 11mm und x = 58mm hinter dem Keil im Vergleich zu CARS3 Meßwerten
[119]. Bei x = 11mm zeigt die Rechnung im Gegensatz zur Messung nur einen
Extremwert der Tempertur am Außenrand des Strahls. Bei x = 58mm zeigt die Si-
mulation einen Extremwert bei einem Temperaturniveau von T˜ ≈ 1800K, wa¨hrend
die Messung eine Maximaltemperatur von T ≈ 2000K in der Mitte des Kanals
und der Verbrennungszone wiedergibt. In der Simulation ist die Verbrennungszone
breiter berechnet und deutlich nach oben verschoben. Eine bessere qualitative U¨ber-
einstimmung hinsichtlich der maximalen Temperatur zeigt sich weiter stromab; der
Verlauf des Temperaturproﬁls aus der Messung wird durch die Simulation quali-
tativ gut wiedergegeben; allerdings wird auch hier die Verbrennungszone zu breit
berechnet.
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Abbildung 7.18: Temperaturverteilung an verschiedenen axialen Positionen
3CARS - Coherent Anti-Stokes Raman Spektroskopie
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In einer Detailansicht wird in Abb. 7.19 der Bereich hinter dem Keil gezeigt. Dar-
in ist die Temperaturverteilung zusammen mit Stromlinien dargestellt, um den
Stro¨mungsverlauf zu visualisieren. Deutlich ist die signiﬁkante Temperaturerho¨hung
im Nachlaufgebiet des Keil zu erkennen. Diese fa¨llt bei x = 35mm mit dem Auf-
treﬀpunkt des Verdichtungsstoß zusammen. Nach der Zu¨ndung innerhalb der Mi-
schungszone von Wasserstoﬀ und Luft etabliert sich eine stabile Diﬀusionsﬂamme.
Diese ist steht deutlich abgelo¨st hinter der Keilbasis.
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(b) Molare Verteilung von Wasser mit Stromliniendarstellung
Abbildung 7.19: Temperatur- und Molanteilverteilung von Wasser fu¨r die reaktive
Stro¨mung im Nahbereich hinter dem Injektor
Die Ergebnisse zeigen, daß das numerische Verfahren gut geeignet ist, die komplexe
Stro¨mung ra¨umlich detailliert und eﬀektiv aufzulo¨sen.
7.3. ONERA-PRU¨FSTAND LAERTE 109
7.3 ONERA-Pru¨fstand LAERTE
Die untersuchte Versuchskonﬁguration wurde an der Forschungseinrichtung Laerte
(Laboratoire des Ecoulements Re´actifs et leurs Techniques d’E´tude)
des Onera im franzo¨sischen Palaiseau entwickelt. Der prinzipielle Versuchsaufbau
entspricht der Konﬁguration des Pru¨fstandes M11 des DLR in Lampoldshausen.
Die Brennkammer besteht aus einem rechtwinkligen Kanal, der an eine Lavaldu¨se
fu¨r die Machzahl Ma = 2 angefu¨gt ist. Der Querschnitt (45x45mm2) ist auf einer
La¨nge von 370mm konstant; anschließend folgt eine Querschnittserweiterung der
oberen und unteren Brennkammerwand, um ein thermisches Blockieren des Kanals
im Versuchsbetrieb zu vermeiden. Der Wasserstoﬀ wird u¨ber einen zylindrischen
Injektor (∅ 6mm), der in der Kanalmitte angeordnet ist, eingeblasen. Alle relevanten
Abmessungen sind in Bild 7.20 dargestellt.
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Abbildung 7.20: Laerte Experiment
Der Schwerpunkt der durchgefu¨hrten Berechnungen lag auf der Untersuchung der
Wasserstoﬀ-Stro¨mung aus dem axialsymmetrischen Injektor. Aus diesem Grund
wurde fu¨r die im folgenden vorgestellten Simulationsergebnisse eine axialsymme-
trische Konﬁguration zu Grunde gelegt. Das lo¨sungsadaptierte Berechnungsnetz be-
steht aus 58304 Elementen und 29963 Knoten. Das Rechengebiet beschra¨nkt sich auf
den Bereich im Anschluss an die Laval-Du¨se inklusive denH2-Injektor. Aufgrund des
ungu¨nstigen Breiten-/Ho¨henverha¨ltnisses des Rechengebietes wird an dieser Stelle
auf eine Darstellung des Netzes verzichtet. Eine Simulation der Grenzschicht erfolgt
auch hier nur am Injektor selbst, die a¨ußeren Kanalwa¨nde wurden ohne Haftbedin-
gung simuliert. Die Stro¨mungsrandbedingungen sind in Tabelle 7.2 zusammenge-
fasst.
Die hier vorgestellten Rechenergebnisse werden mit experimentellen Daten [120]
sowie mit numerischen 3D-Ergebnissen [33] verglichen, die im Rahmen der Dlr-
Onera Kooperation mit dem Forschungscode MSD gewonnen wurden. Das Pro-
grammMSD basiert auf einer Finiten-Volumen-Methode und nutzt fu¨r die Stro¨mungs-
berechnung strukturierte Gitter. Die Diskretisierung der konvektiven Flu¨sse beruht
auf einem TVD-Schema von zweiter Ordnung Genauigkeit, fu¨r die Diskretisierung
der diﬀusiven Flu¨sse ﬁndet ein zentrales Schema 2.Ordnung Anwendung. Die Zei-
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Luft Wasserstoﬀ
Ma 2 2
pt [bar] 5 5
Tt [K] 1850 300
m˙ [g/s] 650 6.2
YH2 − 1.0
YO2 0.243 −
YH2O 0.0985 −
YOH 0.000242 −
YN2 0.658258 −
Tabelle 7.2: Einstro¨mbedingungen fu¨r Luft und Wasserstoﬀ
tintegration erfolgt implizit mit einer ADI-Methode. Na¨here Informationen u¨ber die
numerischen Verfahren ko¨nnen der einschla¨gigen Literatur sowie den Bedienungs-
hinweisen zu MSD [121] entnommen werden.
Im Programm MSD stehen fu¨r die physikalische Modellierung von Turbulenz und
Verbrennung eine Vielzahl von Modellen zur Verfu¨gung. Fu¨r die hier genutzten Er-
gebnisse wurde ein k−  – Turbulenzmodell verwendet, welches den in dieser Arbeit
vorgestellten Beschreibungen (vgl. Abschnitt 3.2.3) entspricht. Die (Weiter-) Ent-
wicklung von turbulenten Verbrennungsmodellen war Bestandteil der Dlr-Onera
Kooperation. Hier wurde ein Modell benutzt, welches auf einem erweiterten chemi-
sches Reaktionsmodell nach Eklund [122] basiert. Das hier betrachtete Reaktions-
schema betrachtet 7 Elementarreaktionen mit 7 Spezien. Durch die Verbindung mit
turbulenten Transportmechanismen kann der Einﬂuß der chemischen Reationen auf
die Selbstzu¨ndung sowie die turbulente Verbrennung modelliert werden. Detaillier-
tere Informationen dazu wurden von Gaﬃe´ et al. [33] vero¨ﬀentlicht.
In Abb. 7.21 ist das Rechengebiet fu¨r die 3D Berechnung mit MSD dargestellt.
In der Darstellung ist die La¨ngenausdehnung in Stro¨mungsrichtung (x-Koordinate)
mit dem Durchmesser des H2-Injektors D normiert worden. Unter Ausnutzung von
Symmetrieebenen ist nur ein Viertel der Geometrie vernetzt worden. Das Rechenge-
biet ist umfasst 3 Zonen, die jeweils mit einem strukturierten Gitter versehen sind:
1. Lavaldu¨se (41x41x41 Zellen), 2. H2-Injektor (23x11x11 Zellen) sowie 3. der Kanal
(101x41x41 Zellen). Insgesamt besteht das Rechengebiet aus ungefa¨hr 242000 Zel-
len. Im Unterschied zum unstrukturierten Rechennetz fu¨r die rotationssymmetrische
Berechnung ist die Laval-Du¨se hier mit diskretisiert worden.
7.3.1 Qualitativer Vergleich der numerischen Ergebnisse
Im folgenden Abschitt werden die mit den unterschiedlichen Verfahren gewonnen Er-
gebnisse qualitativ verglichen. Abbildung 7.22 zeigt eine Gegenu¨berstellung der mit
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Abbildung 7.21: 3D-Berechnungsnetz des Laerte-Pru¨fstandes fu¨r die numerische Si-
mulation mit MSD
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den beiden Verfahren berechneten Massenverteilung von Wasser (H2O) als Reakti-
onsprodukt der Verbrennung. Abbildung 7.22(a) zeigt das Ergebnis der Berechnung
mit dem in dieser Arbeit vorgestellten PEuL-Modell. Fu¨r eine bessere Vergleichbar-
keit mit den 3D Ergebnissen ist das Rechengebiet um 90◦ um die Rotationsachse
gedreht dargestellt. In Abb. 7.22(b) ist das entsprechende Ergebnis der Berechnung
mit MSD wiedergegeben. In beiden Darstellungen ist die x-Koordinate mit dem
Durchmesser der H2-Injektors D normiert worden.
In den Ergebnissen zeigt sich eine bedingt gute U¨bereinstimmung, die den unter-
schiedlichen Berechnungsverfahren geschuldet ist. Hinsichtlich Verbrennungsposition
/ Selbstzu¨ndung sind beide noch in etwa vergleichbar. In der rotationssymmetrischen
Berechnung mit dem PEuL Verfahren dominiert die Verbrennung eindeutig in der
Mischungsschicht. Die 3D Methode mit dem erweiterten Reaktionsmodell hingegen
berechnet stromab eine ausgepra¨gte und durchmischte Verbrennungszone.
Deutlicher werden die Unterschiede in den nachfolgenden vorgestellten Ergebnissen
aufgezeigt.
7.3.2 Quantitativer Vergleich der numerischen Ergebnisse
In diesem Abschnitt werden die numerischen Ergebnisse mit den experimentellen
Daten [120] verglichen. Im einzelnen werden die gemessenen Wanddru¨cke sowie die
Daten fu¨r Temperatur und Geschwindigkeit, die sich aus Einzelpunktmessungen mit
CARS und LDV ergeben, zum Vergleich herangezogen. Diese sind fu¨r verschiedene
Positionen stromab des H2-Injektors verfu¨gbar:
x
D
= (2, 12, 35, 48, 66, 106)
wobei D = 6mm den Austrittsdurchmesser des H2-Injectors darstellt.
Zusa¨tzlich stehen ﬂa¨chige Geschwindigkeitsdaten aus PIV-Messungen zur Verfu¨gung:
3 <
x
D
< 10 ; 30 <
x
D
< 37 ; 43 <
x
D
< 50
Vergleich der Wanddruckverteilung
Im ersten Vergleich werden die Ergebnisse fu¨r die gemessene und berechnete Wand-
druckverteilung vorgestellt. Abbildung 7.23 zeigt die jeweiligen Daten. In der Auftra-
gung sind die Wanddru¨cke mit dem jeweiligen Totaldruck am Eintritt normiert. Die
gemessenen Wanddru¨cke liegen sowohl fu¨r die obere als auch die untere Kanalwand
vor. Mit MSD wurden entsprechend der tatsa¨chlichen Versuchsdurchfu¨hrung zwei
Rechnungen durchgefu¨hrt. Im ersten - nicht-reaktiven - Fall wurde anstelle Wasser-
stoﬀ Stickstoﬀ in die Brennkammer eingespritzt. Auf diese Unterscheidung wurde
beim hier genutzten Verfahren verzichtet, zumal die Abweichungen nicht signiﬁkant
sind.
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Abbildung 7.22: Berechnete H2O-Verteilung
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Im Fall der nicht-reaktiven Stro¨mung (Abb. 7.23(a)) zeigt die 3D Berechnung ein
hervorragende U¨bereinstimmung mit dem Experiment. Die rotationssymmetrische
Rechnung hingegen unterscha¨tzt die Druckverteilung. Auch zeigen sich im Verlauf
deutliche Druckschwankungen, die auf das ausgepra¨gte Stro¨mungsfeld hinweisen. Bei
der Stro¨mung mit Reaktion (Abb. 7.23(b)) la¨sst sich anhand des Druckanstieges auf
Grund der Verbrennung die Position der Selbstzu¨ndung abscha¨tzen (x/D ≈ 25..30).
Es zeigt sich fu¨r beide Berechungsmethoden eine gute U¨bereinstimmung mit dem Ex-
periment. Das Absolutniveau im Druck wird diesmal von MSD u¨berscha¨tzt. Grund
hierfu¨r kann eine U¨berbewertung des Verbrennungsvorgangs sein. In der rotations-
symmetrischen Rechnung liegt der Druck wieder niedriger.
Vergleich der Temperaturverteilung
In einer zweiten Darstellung (Abb. 7.24) werden die berechneten Temperaturen aus
beiden numerischen Verfahren mit Werten verglichen, die mittels CARS Messun-
gen bestimmt worden sind. Der Vergleich erfolgt an verschiedenen axialen Positio-
nen stromab des H2-Injektors. Direkt hinter der Wasserstoﬀeindu¨sung zeigen alle
Verfahren noch keine Unterschiede, die ermittelten Temperaturen liegen auf dem
gleichen Niveau. Weiter stromab ergibt das PEuL Verfahren in der rotationssymme-
trischen Rechnung schon einen deutlichen Temperaturanstieg durch die beginnende
Verbrennung. Fu¨r x/D = 12 stimmen 3D Verfahren und Experiment gut u¨berein.
Im weiteren Verlauf stromab liegen die Ergebnisse beider Berechnungsverfahren auf
vergleichbarem Niveau. Es besta¨tigt sich die Annahme aus dem qualitativen Ver-
gleich i vorigen Abschnitt. Die 3D Rechnung mit dem erweiterten Reaktionsschema
ergibt eine deutlich breitere Verbrennungszone als die rotationssymmetrische Rech-
nung. Im hinteren Verlauf ergeben sich dann deutlichere Abweichungen zwischen
den numerischen Ergebnissen und dem Experiment. Ein Grund hierfu¨r kann sein,
daß der H2-Injektor nicht ganz achssymetrisch ausgerichtet war und die Wasserstoﬀ-
Stro¨mung dementsprechend abwich.
Vergleich der Geschwindigkeitsverteilung
Die qualitativen Diﬀerenzen zwischen den berechneten Geschwindigkeitsfeldern und
dem Experiment werden anhand von Abbildung 7.25 deutlich. Zeigt sich bei x/D =
35 noch eine einigermaßen gute U¨bereinstimmung im Außenbereich der Stro¨mung,
zumindest mit den PIV Daten, so berechnet das rotationssymmetrischen PEuL Mo-
dell eine deutlich beschleunigte Stro¨mung in der Verbrennungszone. Das 3D Verfah-
ren hingegen liegt hier auf dem gleichen Niveau wie das Experiment. Weiter stromab
(bei x/D = 48) weichen die Geschwindigkeitsproﬁle dann quantitativ voneinander
ab. Qualitativ verbleibt zumindest zu den 3D Ergebnissen eine kleine U¨bereinstim-
mung. Dies la¨sst sich auf die schon zuvor erwa¨hnte Asymmetrie des experimentellen
Aufbaus erkla¨ren.
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Abbildung 7.23: Vergleich gemessene und berechnete Wanddruckverteilung des Laer-
te-Experimentes
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Abbildung 7.24: Vergleich gemessene und berechnete Temperaturverteilung des Laer-
te-Experimentes
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Abbildung 7.25: Vergleich gemessene und berechnete Geschwindigkeitsverteilung des
Laerte Experimentes
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Kapitel 8
Zusammenfassung und Ausblick
Die zuku¨nftige Nutzung des Weltraums sieht den Einsatz einer neuen Generati-
on von wiederverwendbaren Raumtransportsystemen vor. Voraussetzung dafu¨r ist
die Entwicklung eﬃzienter Hochgeschwindigkeitsantriebe. Luftatmende U¨berschall-
Staustrahlantriebe (Scramjets) stellen dabei eine technologische und wirtschaftliche
Alternative zu herko¨mmlichen Raketenantrieben dar. Die Leistung solcher neuarti-
ger Antriebe ha¨ngt wesentlich von den einzelnen Komponenten ab. Insbesondere der
Brennkammer-Wirkungsgrad wird von den komplexen Wechselwirkungen zwischen
den stro¨mungsmechanischen Eﬀekten, der Turbulenz und den chemischen Prozessen
beeinﬂußt. Numerische Simulationen ko¨nnen dabei einen Beitrag zur Entwicklung
und zum grundlegenden Versta¨ndnis der stro¨mungsmechanischen Pha¨nomene leisten
und stellen eine wirtschaftliche Erga¨nzung zu den teuren und technisch aufwendigen
Experimenten dar.
Bevor jedoch ein numerisches Simulationsverfahren eﬀektiv genutzt werden kann,
muss wa¨hrend des Entwicklungsprozesses die Anwendbarkeit des Verfahrens und der
eingesetzten physikalischen Modelle auf die zu untersuchenden Aufgabenstellungen
u¨berpru¨ft werden. Zielsetzung dieser Arbeit war es mittels eines fortschrittlichen
Simulationsverfahren Stro¨mungspha¨nomene zu untersuchen, wie sie typischerweise
in Scramjet–Brennkammern auftreten. Zusa¨tzlich wurde der vorliegende numeri-
sche Lo¨ser zur Berechnung von turbulenten U¨berschallstro¨mungen unter Beru¨ck-
sichtigung von Verbrennungsprozessen fu¨r die Berechnung von axialsymmetrischer
Probleme erweitert.
Die Beschreibung des turbulenten Stro¨mungsfeldes erfolgt durch ein k −  - Tur-
bulenzmodell. Dieses ist durch die Modellierung von Kompressibilita¨tseinﬂu¨ssen an
die Stro¨mungsverha¨ltnisse im U¨berschall angepasst. Zudem ist zur Lo¨sung des als
Rotationsanomlie bekannten Problems der fehlerhaften Bestimmung der Aufwei-
tungsraten bei axialsymmetrischen Freistrahlen eine Korrektur der Dissipationsrate
implementiert. Die physikalische Modellierung turbulenter Diﬀusionsﬂammen erfolg-
te mit einem PEuL-Modell nach Borghi. Dieses Modell kombiniert die detaillierten
Informationen u¨ber die chemische Reaktion mit der statistischen Beschreibung des
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Einﬂusses der Turbulenz mit einem Pdf-Ansatz. Im verwendeten Modell wird die
chemische Reaktion H2-Luft-Verbrennung u¨ber eine globale Ein-Schritt-Reaktion
beschrieben.
Anhand der Nachrechnung von repra¨sentativen turbulenten und reaktiven U¨ber-
schallstro¨mungen wurde der numerische Stro¨mungslo¨ser validiert. Die Auswahl der
hier betrachteten Validierungsfa¨lle erfolgte mit dem Ziel, die wesentlichen stro¨mungs-
physikalischen Pha¨nomene in den Anwendungsfa¨llen unabha¨ngig voneinander dar-
zustellen:
• Im ersten Testfall wurde eine ausgebildete turbulente Scherschicht nachgerech-
net. Anhand der Ergebnisse konnte die Selbsta¨hnlichkeit der Stro¨mungsproﬁle
nachgewiesen werden. Unter Verwendung des Sarkar-Modells zur Beru¨cksich-
tigung der Kompressibilita¨t zeigt sich eine gute U¨bereinstimmung mit expe-
rimentellen Daten bei der Bestimmung der Aufweitungsrate in Abha¨ngigkeit
von der konvektiven Machzahl.
• Im zweiten Validierungsfall wurde ein aus der Literatur bekannter Fall si-
muliert, der als typische Referenz fu¨r U¨berschallverbrennung dient. Die sich
hinter einer ru¨ckspringenden Stufe ausbildende Diﬀusionsﬂamme konnte mit
dem hier angewandtem PEuL Modell eindeutig reproduziert werden.
• Der U¨bergang zu rotationssymmetrischen Stro¨mungsproblemen konnte durch
die Nachrechnung einer Axialsymmetrischen Diﬀusionsﬂamme gezeigt werden.
In einem ersten Anwendungsfall wurde das komplexe Stro¨mungsfeld einer superso-
nischen Brennkammer nachgerechnet. Untersucht wurde der Einﬂuss von Verdich-
tungssto¨ßen auf die Durchmischung von Wasserstoﬀ und Luft. Bei der Betrachtung
der nicht-reaktiven Stro¨mung wurde die normierte Wachstumsrate der Mischungs-
schicht als Funktion der konvektiven Machzahl ermittelt. Durch Variation der Geo-
metrie wurden dann deﬁnierte Verdichtungssto¨ße der Stro¨mung aufgepra¨gt und diese
in Stoßsta¨rke und Auftreﬀposition vera¨ndert. In guter U¨bereinstimmung mit expe-
rimentellen Ergebnissen von Nuding konnte durch die Stoßinduktion eine erho¨hte
Wachstumsrate der Mischungsschicht nachgewiesen werden. Jedoch konnten nicht
alle Einﬂu¨sse aus dem Experiment nachvollzogen werden. Dies womo¨glich auf Grund
der zweidimensionalen Betrachtung eines dreidimensionalen Stro¨mungsproblems.
In einer weiteren Anwendung wurde die reaktive Stro¨mung in realen supersoni-
schen Versuchsbrennkammern simuliert. Die Untersuchungen hierzu wurden im Rah-
men des deutsch-franzo¨sischen Gemeinschaftsprojektes Japhar durchgefu¨hrt, um
ein grundlegende Versta¨ndnis der komplexen physikalischen Pha¨nomene zu etablie-
ren. Die in dieser Arbeit vorgestellten Ergebnisse zeigen, dass mit dem vorliegenden
numerische Verfahren umfangreiche Mo¨glichkeiten bestehen, komplexe turbulente
Stro¨mungen und turbulente Diﬀusionsﬂammen ra¨umlich detailliert und eﬀektiv auf-
zulo¨sen. Mit den gewa¨hlten Methoden werden insgesmt plausible sowie qualitativ
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und zumeist auch quantitativ gute Ergebnisse im Hinblick auf die vorhandenen
Messdaten erzielt.
Zuku¨nftige Arbeiten sollten sich daher auf Verfeinerungen des physikalischen Mo-
dells konzentrieren. Um das Zu¨ndverhalten in turbulenten Scherschichten detaillier-
ter untersuchen zu ko¨nnen ist eine Erweiterung der Turbulenzmodellierung sinnvoll,
um etwa die Anisotropie der Turbulenz in reaktiven Scherschichten zu beru¨cksich-
tigen. Ebenso denkbar ist der Einsatz von alternativen Verbrennungsmodellen, wie
die Anwendung von Flamelet-Modellen zur Berechnung von abgehobenen und teil-
weise vorgemischten Flammen. Um vertretbare Rechenzeiten gerade fu¨r komplexe
Probleme realisieren zu ko¨nnen ist eine Parallelisierung des Verfahrens sinnvoll, wie
sie im Rahmen anderer Projekte am Lehr- und Forschungsgebiet Betriebsverhalten
der Strahlantriebe an der RWTH Aachen entwickelt worden sind.
122 KAPITEL 8. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK
Anhang A
Bilanzgleichungen in
Koordinatendarstellung
Die Formulierung der in Kapitel 3 vorgestellten Bilanzgleichungen erfolgte in vekto-
rieller und diﬀerenzieller Form. Diese koordinatenfreie Darstellungsart besitzt den
Vorteil, daß die Erhaltungsgleichungen fu¨r ein beliebiges Koordinatensystem gu¨ltig
sind. Nach Wahl eines der Problemstellung entsprechenden Koordinatensystems
mu¨ssen nur noch die Vektoren und die zugeho¨rigen Vektoroperationen bezu¨glich
dieses Systems ausgewertet werden.
In diesem Abschnitt werden die modellierten Bilanzgleichungen, wie sie in Ka-
pitel 3.5 zusammengefasst sind, fu¨r ebene und axialsymmetrische Stro¨mungsfel-
der, entsprechend den in dieser Arbeit vorgestellten Anwendungen, explizit darge-
stellt. Zuvor wird die im vorliegenden Text verwendete mathematische Schreibweise
erla¨utert.
A.1 Mathematische Notation
In der Stro¨mungsmechanik werden die physikalischen Gro¨ßen entsprechend ihrer
Bedeutung in Skalare, Vektoren und Tensoren eingeteilt. Diese werden in dieser
Arbeit durch die nachfolgend beschriebene Schreibweise dargestellt:
s, S =ˆ Skalar (lateinische Klein- und Großbuchstaben,
v =ˆ Vektor (fette lateinische Kleinbuchstaben),
τ ,T =ˆ Tensor zweiter Stufe (fette griechische Buchstaben und
fette lateinische Großbuchstaben).
Zur eindeutigeren Darstellung werden, insbesondere zur Kennzeichnung der Ergeb-
nisse der unterschiedlichen Vektor- und Tensormultiplikationen, verschiedene Klam-
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mersymbole eingefu¨hrt:
( ) =ˆ Skalar,
[ ] =ˆ Vektor,
{ } =ˆ Tensor zweiter Stufe.
A.2 Bilanzgleichungen in kartesischen Koordina-
ten
In zweidimensionalen kartesischen Koordinaten wird der Nabla-Operator∇ wie folgt
ausgedru¨ckt:
∇ =
[
∂
∂x
,
∂
∂y
]T
Die Auswertung des Gleichungssystems (3.97) liefert die folgende Komponentendar-
stellung der Erhaltungsgleichungen:
Kontinuita¨t
∂ρ
∂t
+
∂
∂x
(ρv˜x) +
∂
∂y
(ρv˜y) = 0
Spezientransport
∂ρY˜s
∂t
+
∂
∂x
(ρY˜sv˜x) +
∂
∂y
(ρY˜sv˜y) =
∂
∂x
(
(ρD +
μt
Sct
)
∂Y˜s
∂x
)
+
∂
∂y
(
(ρD +
μt
Sct
)
∂Y˜s
∂y
)
+ ω˙s
Impulserhaltung
x :
∂ρv˜x
∂t
+
∂
∂x
(ρv˜2x + pt) +
∂
∂y
(ρv˜xv˜y) =
∂
∂x
τ t,xx +
∂
∂y
τ t,xy
y :
∂ρv˜y
∂t
+
∂
∂x
(ρv˜xv˜y) +
∂
∂y
(ρv˜2y + pt) =
∂
∂x
τ t,xy +
∂
∂y
τ t,yy
mit den Komponenten des gemittelten turbulenten Spannungstensors τ t und des
A.2. KARTESISCHE KOORDINATEN 125
darin enthaltenen mittleren Verzerrungstensors S˜:
τ t,xx = (μ+ μt)S˜xx = (μ+ μt)
(
2
∂v˜x
∂x
− 2
3
(
∂v˜x
∂x
+
∂v˜y
∂y
))
τ t,yy = (μ+ μt)S˜yy = (μ+ μt)
(
2
∂v˜y
∂y
− 2
3
(
∂v˜x
∂x
+
∂v˜y
∂y
))
τ t,xy = (μ+ μt)S˜xy = (μ+ μt)
(
∂v˜x
∂y
+
∂v˜y
∂x
)
τ t,yx = τ t,xy
Energieerhaltung
∂ρE˜
∂t
+
∂
∂x
[
(ρE˜ + pt)v˜x
]
+
∂
∂y
[
(ρE˜ + pt)v˜y
]
=
∂
∂x
(
τ t,xxv˜x + τ t,xyv˜y + (ρD +
μt
Prt
)
∂h˜
∂x
+ μk
∂k
∂x
)
+
∂
∂y
(
τ t,xyv˜x + τ t,yyv˜y + (ρD +
μt
Prt
)
∂h˜
∂y
+ μk
∂k
∂y
)
Turbulente kinetische Energie
∂ρk
∂t
+
∂
∂x
(ρkv˜x) +
∂
∂y
(ρkv˜y) =
∂
∂x
(μk
∂k
∂x
) +
∂
∂y
(μk
∂k
∂y
)
+ μt
(
S˜xx
∂v˜x
∂x
+ S˜xy
∂v˜y
∂x
+ S˜yx
∂v˜x
∂y
+ S˜yy
∂v˜y
∂y
)
− 2
3
ρk
(
∂v˜x
∂x
+
∂v˜y
∂y
)
− ρ
Dissipationsrate
∂ρs
∂t
+
∂
∂x
(ρsv˜x) +
∂
∂y
(ρsv˜y) =
∂
∂x
(μ
∂s
∂x
) +
∂
∂y
(μ
∂s
∂y
)
+ C1
s
k
(
S˜xx
∂v˜x
∂x
+ S˜xy
∂v˜y
∂x
+ S˜yx
∂v˜x
∂y
+ S˜yy
∂v˜y
∂y
)
− C2 ρ
2
s
k
Mischungsbruch
∂ρZ˜
∂t
+
∂
∂x
(ρZ˜v˜x) +
∂
∂y
(ρZ˜v˜y) =
∂
∂x
(
(ρD +
μt
Sct
)
∂Z˜
∂x
)
+
∂
∂y
(
(ρD +
μt
Sct
)
∂Z˜
∂y
)
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Varianz des Mischungsbruches
∂ρZ˜ ′′2
∂t
+
∂
∂x
(ρZ˜ ′′2v˜x) +
∂
∂y
(ρZ˜ ′′2v˜y) =
∂
∂x
(
(ρD +
μt
Sct
)
∂Z˜ ′′2
∂x
)
+
∂
∂y
(
(ρD +
μt
Sct
)
∂Z˜ ′′2
∂y
)
+ 2
μt
Sct
⎛⎝(∂Z˜
∂x
)2
+
(
∂Z˜
∂y
)2⎞⎠− Czρ 
k
Z˜ ′′2
A.3 Bilanzgleichungen in axialsymmetrischen Ko-
ordinaten
In zweidimensionalen axialsymmetrischen Koordinaten wird der Nabla-Operator ∇
ausgedru¨ckt durch:
∇ =
[
1
r
∂
∂r
,
∂
∂z
]T
Kontinuita¨tsgleichung
∂ρ
∂t
+
1
r
∂
∂r
(r ρv˜r) +
∂
∂z
(ρv˜z) = 0
Spezientransportgleichung
∂ρY˜s
∂t
+
1
r
∂
∂r
(r ρY˜sv˜r) +
∂
∂z
(ρY˜sv˜z) =
1
r
∂
∂r
(
r (ρD +
μt
Sct
)
∂Y˜s
∂r
)
+
∂
∂z
(
(ρD +
μt
Sct
)
∂Y˜s
∂z
)
+ ω˙s
Impulserhaltung
r :
∂ρv˜r
∂t
+
1
r
∂
∂r
(r (ρv˜2r + pt)) +
∂
∂z
(ρv˜rv˜z) =
1
r
∂
∂r
(r τ t,rr) +
∂
∂z
τ t,rz +
pt
r
− τ t,ϕϕ
r
z :
∂ρv˜z
∂t
+
1
r
∂
∂r
(r ρv˜rv˜z) +
∂
∂z
(ρv˜2z + pt) =
1
r
∂
∂r
(r τ t,rz) +
∂
∂z
τ t,zz
mit den Komponenten des gemittelten turbulenten Spannungstensors τ t und des
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Verzerrungstensors S˜:
τ t,rr = (μ+ μt)S˜rr = (μ+ μt)
(
2
∂v˜r
∂r
− 2
3
([
∂v˜r
∂r
+
∂v˜z
∂z
]
+
v˜r
r
))
τ t,zz = (μ+ μt)S˜zz = (μ+ μt)
(
2
∂v˜z
∂z
− 2
3
([
∂v˜z
∂z
+
∂v˜r
∂r
]
+
v˜r
r
))
τ t,rz = (μ+ μt)S˜rz = (μ+ μt)
(
∂v˜r
∂z
+
∂v˜z
∂r
)
τ t,ϕϕ = (μ+ μt)S˜ϕϕ = (μ+ μt)
2
3
(
2
v˜r
r
−
[
∂v˜r
∂r
+
∂v˜z
∂z
])
τ t,zr = τ t,rz
Energieerhaltung
∂ρE˜
∂t
+
1
r
∂
∂r
(
r (ρE˜ + pt)v˜r
)
+
∂
∂z
(
(ρE˜ + pt)v˜z
)
=
1
r
∂
∂r
r
(
τ t,rrv˜r + τ t,rzv˜z + (ρD +
μt
Prt
)
∂h˜
∂r
+ μk
∂k
∂r
)
+
∂
∂z
(
τ t,rzv˜r + τ t,zzv˜z + (ρD +
μt
Prt
)
∂h˜
∂z
+ μk
∂k
∂z
)
Turbulente kinetische Energie
∂ρk
∂t
+
1
r
∂
∂r
(r ρkv˜r) +
∂
∂z
(ρkv˜z) =
1
r
∂
∂r
(r μk
∂k
∂r
) +
∂
∂z
(μk
∂k
∂z
)
+ μt
(
S˜rr
∂v˜r
∂r
+ S˜rz
∂v˜z
∂r
+ S˜zr
∂v˜r
∂z
+ S˜zz
∂v˜z
∂z
)
− 2
3
ρk
(
∂v˜r
∂r
+
∂v˜z
∂z
+
v˜r
r
)
− ρ
Dissipationsrate
∂ρs
∂t
+
1
r
∂
∂r
(r ρsv˜r) +
∂
∂z
(ρsv˜z) =
1
r
∂
∂r
(r μ
∂s
∂r
) +
∂
∂z
(μ
∂
∂y
)
+ C1
s
k
(
S˜rr
∂v˜r
∂r
+ S˜rz
∂v˜z
∂r
+ S˜zr
∂v˜r
∂z
+ S˜zz
∂v˜z
∂z
)
− ρ
2
s
k
(
C2 − C31
4
(
k
s
)3(
∂v˜z
∂r
− ∂v˜r
∂z
)2
− v˜r
r
)
128ANHANG A. BILANZGLEICHUNGEN IN KOORDINATENDARSTELLUNG
Mischungsbruch
∂ρZ˜
∂t
+
1
r
∂
∂r
(r ρZ˜v˜r) +
∂
∂z
(ρZ˜v˜z) =
1
r
∂
∂r
(
r (ρD +
μt
Sct
)
∂Z˜
∂r
)
+
∂
∂z
(
(ρD +
μt
Sct
)
∂Z˜
∂z
)
Varianz des Mischungsbruches
∂ρZ˜ ′′2
∂t
+
1
r
∂
∂r
(r ρZ˜ ′′2v˜r) +
∂
∂z
(ρZ˜ ′′2v˜z) =
1
r
∂
∂r
(
r (ρD +
μt
Sct
)
∂Z˜ ′′2
∂r
)
+
∂
∂z
(
(ρD +
μt
Sct
)
∂Z˜ ′′2
∂z
)
+ 2
μt
Sct
⎛⎝(∂Z˜
∂r
)2
+
(
∂Z˜
∂z
)2⎞⎠− Czρ 
k
Z˜ ′′2
Anhang B
Reaktionsrate der H2 −O2
Verbrennung
Die Wasserstoﬀ-Sauerstoﬀ Verbrennung kann mittlerweile sehr detailliert beschrie-
ben werden.
Interessiert jedoch lediglich die Gro¨ßenordnung des Energieumsatzes (zur Bestim-
mung der Temperatur), so genu¨gt es eine globale Ein-Schritt-Reaktion zu betrachten:
H2 +
1
2
O2 −→ H2O (B.1)
Das sto¨chiometrische Massenverha¨ltnis mst dieser Reaktion berechnet sich zu:
mst =
MH2
2MO2
(B.2)
Aus der Deﬁnition des Mischungsbruches kann der sto¨chiometrische Mischungsbruch
Zst hergeleitet werden [77]:
Zst =
YO2,0
YO2,0 +mstYH2,0
(B.3)
Diese Gro¨ße stellt einen wichtigen Kennwert bei der Betrachtung von Diﬀusionsﬂam-
men dar. Darin entsprechen die mit 0 indizierten Gro¨ßen den jeweiligen Randwerten
der Massensanteile des betrachteten Zwei-Strom-Problems.
Von Marathe et al. [86] sind die Reaktion und die Gro¨ßen zur Bestimmung der
Reaktionsgeschwindigkeiten und der Quellterme in den Spezientransportgleichungen
hergeleitet worden:
ω˙H2 = −MH2Z0ρα+β−1
Y αH2Y
β
O2
MαH2M
β
O2
exp
(
− EA
RT
)
ω˙O2 = ω˙H2mst
ω˙O2 = ω˙H2
MH2O
νMO2
(B.4)
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Fu¨r Diﬀusionsﬂammen bei ambienten Dru¨cken (∼ 1 atm), wie sie den in der vorlie-
genden Arbeit entsprechen, schlagen die Autoren folgende Werte fu¨r die Konstanten
vor:
α 1.
β 0.92
Aktivierungsenergie EA 13.8± 0.6 kcal/Mol
Frequenzfaktor Z0 2.96× 1011 (cm3/Mol s)β
Tabelle B.1: Reaktionskonstanten des Modells nach Marathe et al. [86]
Anhang C
Bestimmung des Pitot-Druckes
In U¨berschallsto¨mungen la¨ßt sich der Ruhedruck der Stro¨mung nur indirekt be-
stimmen, da durch die Drucksonde das Stro¨mungsfeld gesto¨rt wird. Dabei steht vor
dem Sondenkopf, wie in Bild C.1 dargestellt, ein Verdichtungsstoß. Der gemessene
Pitot-Druck entspricht dabei dem Ruhedruck der Stro¨mung hinter dem senkrechten
Verdichtungsstoß. In der Darstellung bezeichnet 1 den ungesto¨rten Zustand vor dem
Stoß und 2 den Zustand hinter dem Stoß.
Pitot−Sonde
Stoß
21
Abbildung C.1: Verdichtungsstoß vor dem Kopf einer Pitot-Sonde
Unter der Annahme einer isentropen Zustandsa¨nderung hinter dem Stoß la¨ßt sich der
Pitot-Druck pt2 hinter dem Stoß mit den Zustandsgro¨ßen der ungesto¨rten Stro¨mung
berechnen. Bei der Bewertung von Meßergebnissen ist die konstruktive Gestaltung
dieser Sonde zu beru¨cksichtigen. Aufgrund der Abmessungen ﬁndet eine Beeinﬂus-
sung der Stro¨mung statt. Zudem erfolgt eine ra¨umliche Integration der Information,
im Gegensatz zu Punkt-genauen optischen Meßverfahren wie z.B. PIV
Im nachfolgenden wird die Vorgehensweise kurz skizziert. Na¨here Informationen
dazu ﬁnden sich z.B. bei Krause[46] oder Schro¨der[45].
Die Isentropenbeziehung liefert das Druckverha¨ltnis pt2
p2
als Funktion der Machzahl
Ma2:
pt2
p2
=
(
1 +
κ− 1
2
Ma22
) κ
κ−1
. (C.1)
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Fu¨r die Zustandsa¨nderung u¨ber den Stoß liefert die Bernoulli-Gleichung:
p1 + ρ1u
2
1 = p2 + ρ2u
2
2 . (C.2)
Mit der idealen Gasgleichung und der Deﬁnition der Machzahl ergibt sich aus Glei-
chung (C.2):
p2
p1
=
1 + κMa21
1 + κMa22
. (C.3)
Desweiteren gilt fu¨r die A¨nderung der Machzahl u¨ber dem Stoß:
Ma22 =
2 + (κ− 1)Ma21
2κMa21 − (κ− 1)
, (C.4)
so daß sich das Verha¨ltnis der statischen Dru¨cke zu:
p2
p1
=
2κMa21 − (κ− 1)
κ+ 1
(C.5)
berechnet.
Einsetzen der Gleichungen (C.4) und (C.5) in Gleichung (C.1) ergibt letztlich nach-
folgende Beziehung fu¨r den gemessenen Pitot-Druck als Funktion von statischem
Druck p1 und Machzahl Ma1 vor dem Stoß:
pt2
p1
=
(
κ+ 1
2
Ma21
) κ
κ−1
[
1 +
2κ
κ+ 1
(
Ma21 − 1
)] −1κ−1
(C.6)
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